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Resume. — Une surface projective convexe est le quotient d'un ouvert proprement convexe 17 
de I'espace projectif reel P^(IR) par un sous-groupe discret F de SL3(K). Nous donnons plusieurs 
caracterisations du fait qu'une surface projective convexe est de volume fini pour la mesure de 
Busemann. On en deduit que si n'est pas un triangle alors est strictement convexe, a bord 
et qu'une surface projective convexe S est de volume fini si et seulement si la surface duale 
est de volume fini. 

Abstract. — A convex projective surface is the quotient of a properly convex open 17 of the 
projective real space P^(M) by a discret subgroup F of SL3(Ili). We give some caracterisations 
of the fact that a convex projective surface is of finite volume for the Busemann's measure. We 
deduce of this that if is not a triangle then VI is strictly convex, with boundary and that a 
convex projective surface S is of finite volume if and only if the dual surface is of finite volume. 



Introduction 

0.1. Exemples de convexes divisibles. — Soit C une partie de I'espace projectif reel 
prt _ pn(]^)^ on dira que C est convexe lorsque I'intersection de C avec toute droite de P" est 
connexe. Une partie convexe C est dite proprement convexe lorsqu'il existe un ouvert affine 
contenant I'adherence C de C. Elle est dite strictement convexe lorsque tout segment inclus 
dans le bord dC de C est trivial. 

Le but de ce texte est d'etudier les ouverts proprement convexes Vt de P" qui possedent 
"beaucoup de symetries". Un cas qui a ete beau coup etudie est celui ou "beaucoup de 
symetrie" signifie qu'il existe un sous-groupe discret F de SLn+i(M) qui preserve et tel 
que le quotient fi/r est compact. De tels ouverts s'appellent des convexes divisibles et on 
dit alors que F divise Vt. Nous allons dans ce texte remplacer I'hypothese de compacite du 
quotient fi/r par une hypothese de "finitude de volume", et nous restreindre a la dimension 
2. Mais commengons par donner des exemples du cas compact. 

L'exemple le plus simple de convexe divisible est le simplexe. Toute base B de ]R"+^ 
definit un pavage de P" en 2" simplexes. La composante neutre du stabilisateur de chaque 
simplexe ouvert est le groupe D des matrices diagonales dans la base B a coefficients 
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positifs. D est un groupe de Lie abelien isomorphe a M" qui agit simplement transitive- 
ment sur chaque simplexe ouvert S. Tout reseau de D divise done S. On vient done de 
eonstruire un convexe divisible non strictement convexe. On remarque que dans cet exemple 
tout groupe qui divise S agit de fagon reductible sur ]R"+^, et S est reductible au sens suivant. 

Un ouvert proprement convexe Q est reductible si Tune des deux composantes connexes C 
de 7T'^{Q) (tt est la projection naturelle tt : ]R"+^ - {0} P") est reductible. Ce qui signifie 
qu'il existe une decomposition ]R"+i = Ei ® E2 non triviale et des cones convexes Ci de 
El et C2 de E2 tel que C = Ci + C2. Sinon, on dit qu'ils sont irreductibles. Vey a montre 
dans [Vey70] que tout convexe divisible se decompose en un produit de convexes divisibles 
irreductibles. On s'interesse done avant tout aux convexes divisibles irreductibles. 

Parmi les convexes divisibles il y a une famille qui se distingue des autres, celles des 
convexes divisibles homogenes c'est-a-dire ceux pour lesquels le groupe Aut(r2) des transfor- 
mations de SLn+i(]R) qui preserve Vt agit transitivement. Les travaux de Koecher, Vinberg 
et Borel ont permis de classifier les convexes divisibles homogenes. Voici la liste des convexes 
divisibles irreductibles homogenes : 

Les espaces hyperboliques H" = 7r({x e ]R"+^ \ x\ + x1^ + ... + x'^ - x^^^ > et Xn+i > 0}) 
forment la liste complete (avec n ^ 1) des convexes divisibles strictement convexes et homo- 
genes. Le groupe d'automorphisme de est bien entendu S'0„_i(]R). On remarquera qu'en 
toute dimension n ^ 1, il existe un unique convexe divisible strictement convexe et homogene. 

II existe quatre families de convexes divisibles irreductibles non strictement convexes et 
homogenes. En voici la liste avec n ^ 2 : 

• n„(]R) = vr( { Les matrices reelles (n + l)x(n + l) symetriques definies positives) }, il 
est de dimension m = ggn groupe d'automorphisme est SLn+i(M). 

• nn(C) = 7r( { Les matrices complexes (n + l) x (n + 1) hermitiennes definies positives }), 
il est de dimension m = - 1 et son groupe d'automorphisme est SL„+i(C). 

• nn(IHI) = 7r( { Les matrices quarternioniques (n + l)x(ri + l) hermitiennes definies 
positives }), il est de dimension m = {2n + l){n- 1) et son groupe d'automorphisme est 
SL„+i(M). 

• 113(0) un convexe "exceptionnel" de dimension 26 et tel que Lie(Aut(n3(0))) = e6(-26)- 

Par consequent, contrairement au cas strictement convexe, il n'existe pas de convexe 
divisible irreductible non strictement convexe et homogene en toute dimension. 

Expliquons succinctement I'histoire de cette classification. A la fin des annees 50, Koecher 
et Vinberg ont classifie les ouverts proprement convexes symetriques de P™ ([Vin63]). 
Dans les annees 60, Borel a montre dans [Bor63] que tout groupe reductif contient un 
reseau cocompact. On pent deduire de cela que tout ouvert Q proprement convexe et 
symetrique est divisible, puisque si Q est symetrique alors le groupe Aut(f2) est un groupe 
reductif qui agit transitivement et proprement sur Q. Le dernier pas vers la classification 
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des convexes divisibles homogenes a ete fait par Vinberg ([Vin65]) qui a classifie les ouverts 
proprement convexes homogenes. II resulte de cette classification que tout ouvert proprement 
convexe homogene est symetrique si et seulement si le groupe Aut(n) est unimodulaire. Par 
consequent, tout ouvert proprement convexe homogene est divisible si et seulement si il est 
symetrique. 

Kac et Vinberg ont construit les premiers exemples de convexe divisible strictement convexe 
et non homogene dans [KV67] a I'aide de groupe de Coxeter. Johnson et Millson ont construit 
en toute dimension n ^ 2 des convexes divisibles irreductibles, strictement convexes et non 
homogenes ([JM84]) en deformant des reseaux cocompacts de SO„^i(M). Kapovich et Benoist 
ont construit (Benoist pour n - A dans [Ben06] et Kapovich pour n ^ A dans [Kap07]) des 
convexes divisibles strictement convexes, non homogenes et non quasi-isometriques a I'espace 
hyperbolique H" en toute dimension n ^ 4. 

0.2. Description des principaux resultats. — Revenons au but de ce texte. Tout 
ouvert proprement convexe est naturellement muni d'une metrique Finslerienne (distance de 
Hilbert) et de la mesure associee (mesure de Busemann). Le but de ce texte est d'etudier 
les ouverts proprement convexe de pour lesquels il existe un sous-groupe discret F de 
SL3(]R) qui preserve Q et tel que le quotient Q/r muni de la mesure /i heritee de la mesure 
de Busemann soit de volume fini. 

Nous allons demontrer les theoremes suivants : 

Theorems 0.1. — (Corollaire 3.5) Soit T un sous-groupe discret de SL3(]R) qui preserve un 
ouvert proprement convexe Q dcF'^. Si /i(f2/r) < oo etQ n'est pas un triangle alors I'adherence 
de Zariski de T est : 

• SL3(M) ou 

• Un conjugue de S02,i(M) et I'ouvert Q est un ellipsoide (i.e I'interieur d'une ellipse). 

Theoreme 0.2. — (Theoreme 5.18) Toute surface admettant une structure projective pro- 
prement convexe de volume fini est de type fini. 

Theoreme 0.3. — (Corollaire 5.29) Soit S une surface sans bord et de type fini, une struc- 
ture projective proprement convexe sur S est de volume fini si et seulement si I'holonomie 
des lacets elementaires (Definition 5.8) de S est parabolique. 

On obtiendra ensuite les resultats suivants : 

Theoreme 0.4- — (Theoreme 6.8) Soient Vt un ouvert proprement convexe et T un sous- 
groupe discret qui preserve Vt, I'action de T sur f2 est de covolume fini si et seulement si 
r action de *r sur I'ouvert dual Q,* est de covolume fini. 

Theoreme 0.5. — (Corollaire 6.5 et theoreme 6.9) Soient VL un ouvert proprement convexe 
et r un sous-groupe discret qui preserve Vt, on suppose que I'action de T sur Vl est de covolume 
fini et que VL n'est pas un triangle. Alors, VL est strictement convexe et le bord dQ de Q est 
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Theorems 0.6. — (Theoreme 6.11) Soient Vt un ouvert proprement convexe et T un sous- 
groupe discret de SL3(M) qui preserve Q, on suppose que T n'est pas virtuellement abelien. 
Alors, Vaction de T surfl est de covolume fini si et seulement si T est de typefini et I'ensemble 
limite Ap de T verifie Ar = dQ. 

Cette etude permet d'obtenir sur I'espace des structures projectives marquees proprement 
convexes de volume fini sur la surface de genre g avec p pointes un systeme de coordonnees 
a la Fenchel- Nielsen qui montre que cet espace est homeomorphe a ]Ri6g-i6+6p_ Qg systeme 
de coordonnees generalise celui employe par Goldman dans le cas compact ([Gol90]). Cette 
etude sera soumise tres prochainement ([Mar09]). 

Voici le plan de ce texte. La premiere partie est une introduction a la geome- 
tric de Hilbert. Les demonstrations de certains theoremes peuvent etre trouves dans 
[CVV04, CVVre, Ben]. On donne quand meme les demonstrations de certains theoremes 
pour faciliter la lecture de ce texte. Cette partie a pour but de definir la mesure de Busemann 
et de donner des exemples de parties de volume fini et infini pour celle-ci. 

Dans la seconde partie, on etudie la dynamique d'un element de SL3(M) qui preserve un 
ouvert proprement convexe. Cette partie constitue une etude elementaire mais essentiel pour 
nos resultats. 

Dans la troisieme partie on montre le theoreme 0.1. Le point cle etant de montrer I'irre- 
ductibilite du groupe T. 

Le but de la quatrieme partie est de donner une courte demonstration d'un theoreme de 
Lee ([Lee]). Ce theoreme assure I'existence d'un domaine fondamental convexe et localement 
fini pour Paction d'un groupe discret sur un ouvert proprement convexe. Ce resultat est 
le point de depart de I'etude des surfaces projectives proprement convexes de volume fini. 
On introduit aussi la notion de secteur qui permettra d'etudier les surfaces projectives 
proprement convexes a I'infini. 

L'objet de la cinquieme partie est de montrer les theoremes 0.2 et 0.3. Pour cela, on utilise 
abondamment les parties 2 et 4. On commencera par definir precisement les notions de 
surface projective, surface projective proprement convexe et surface projective proprement 
convexe de volume fini. Ensuite, on montrera le theoreme 0.2, en utilisant une minoration 
uniforme de I'aire de tout triangle ideal. Enfin, on montre le theoreme 0.3, les outils essentiels 
sont le theoreme de Lee, la notion de secteur et les estimations de volume de la partie L 

La sixieme partie a pour but de montrer les theoremes 0.4, 0.5, 0.6. Pour montrer la 
strict-convexite on utilise la meme idee que dans le cas compact mais on a besoin de 
raffinement. Ensuite, on definit la notion de surface duale, le theoreme 0.5 suit. Cette dualite 
permettra de montrer que Q est a bord C^. Enfin, on montrera le theoreme 0.6. 
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Je remercie Yves Benoist pour ses nombreux conseils et nos nombreuses discussions sur 
ce sujet, Constantin Vernicos pour ces reponses toujours tres rapides a mes questions. Je 
remercie aussi Benjamin Favetto et Mathieu Cossutta, I'un pour ces conseils de redaction et 
I'autre pour quelques discussions autour de ce sujet. Enfin, je remercie le rapporteur anonyme 
dont les remarques m'ont permis d'ameliorer ce texte de fagon significative. 

1. Geometrie de Hilbert 

Cette partie constitue une introduction a la geometrie de Hilbert. Un expose plus complet 
pent etre trouve dans les articles [CVV04, CVVre, Ben]. 

1.1. La metrique d'un ouvert proprement convexe. — Soit Q un ouvert proprement 
convexe de P", Hilbert a introduit sur de tels ouverts une distance, la distance de Hilbert, 
definie de la fagon suivante : 

Soient x y ^ Q, on note p, q les points d'intersection de la droite (xy) et du bord dQ de 
Q tels que x est entre p et y, et y est entre x et g (voir figure 1). On pose : 




Figure 1 . La distance de Hilbert 



dn{x,y) = ln([p : X : y : g]) = In ^ !p-x||-!g4! ) dn{x,x)=0 

• [p X : y ■ q] designe le birapport des points p, x, y, q. 

• II • II est une norme euclidienne quelconque sur un ouvert affine A qui contient I'adherence 

n de n. 

Remarque. — II est clair que du ne depend ni du choix de A, ni du choix de la norme 
euclidienne sur A. 

Fait 1. — Soit un ouvert proprement convexe de P", 

• do, est une distance sur f2. 

• (n,c?n) est un espace metrique complet. 

• La topologie induite par d^ coincide avec celle induite par P"-. 
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• Le groupe Aut{Vt) des transformations projectives de SLn+i(]R) qui preservent Q est un 
sous-groupe ferme de SLn+i(]R) qui agit par isometrie sur {Q,dQ). II agit done propre- 
ment sur Vl. 

On peut trouver une demonstration de cet enonce dans [Ben]. 

1.2. La structure finslerienne d'un ouvert proprement convexe. — Soit un ouvert 
proprement convexe de P"^, la metrique de Hilbert est induite par une structure finslerienne 
sur I'ouvert VL. On identifie le fibre tangent TVt de VL a. Vl x A. 

Soient x € et f e A, on note p+ (resp. p^) le point d'intersection de la demi-droite definie 
par X ei V (resp -v) avec dVt. 

On pose : llf |L = ( r^—rr: + « ^ , n l||f ||. 

I' II 11^' W\x-p II \\x-p^\\l" " 




Figure 2. La metrique de Hilbert 



Fait 2. — Soient Vt un ouvert proprement convexe de P" et A un ouvert affine qui contient 

n, 

• la distance induite par la metrique finslerienne || ■ ||. est la distance d^. 

• Autrement dit on a les formules suivantes : 

• i^lU ~ ^\t=odn(x, X + tv), oil V e A, t eM. assez petit. 

• d^{x,y) = inf \\a'(t)\\^(^t'jdt, oil Z'inf est pris sur les chemins a de classe tel 
que o"(0) = X et o"(l) = y. 

Remarque. — La quantite \\v\\x est done independante du choix de A et de || • 

1.3. Mesure sur un ouvert proprement convexe (dite mesure de Busemann). — 

Nous allons construire une mesure borelienne sur Q, de la meme fagon que I'on construit 
une mesure borelienne sur une variete riemanienne. 
Soit Q un ouvert proprement convexe de P", on note : 

. B,il) = {veT,Q\\\v\\,<l} 

• Vol est la mesure de Lebesgue sur A normalisee pour avoir Vol({f € A \ \\v\\ < 1}) = 1. 
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On peut a present definir la mesure /i^. Pour tout borelien A c c A, on pose : 

dVol{x) 



J A 



IaYo\{BM) 

La mesure fiQ est independante du choix de A et de || • ||, car c'est la mesure de Hausdorff 
de (Qjdn) (Exemple 5.5.13 [BBIOl]). (Pour une introduction aux mesures de Hausdorff, on 
pourra regarder [BBIOl]). La mesure /iq est done Aut(f2)-invariante. 

1.4. Un resultat de comparaison. — Dans la proposition suivante, il y a deux ouverts en 
jeu, on ajoute done aux notations introduites precedemment le symbole de I'ouvert auxquelles 
elles correspondent (ex : ||f ||^, p^, -B^(l), etc.). 

Proposition 1.1. — Soient Qi et fl2 deux ouverts proprement convexes de tels que f2i c 
VL2, alors : 

• Les metriques finsleriennes de ili et verifient : \\v\\x^ ^ i'^ia?^ pour tout x e ili et tout 
V e T^fli - Tx^2, I'egalite ayant lieu si et seulement si p^^ = p^^ et p^^ = p^^. 

• Vx, ?/ e on a dn^ (x, y) ^ dn^ {x, y) . 

• Vx € Vli, on a Bx^{l) c B^'^{1) avec egalite si et seulement si ili = il2- 

• Pour tout borelien A de Qi, on a fi^^i-^) ^ f^Uii-^)- 

1.5. Quelques resultats en geometrie de Hilbert plane. — 

1.5.1. Un resultat sur les ouverts proprement convexes de P^. — On souhaite montrer la 
proposition suivante : 

Proposition 1.2. — Soient Q un ouvert proprement convexe de et s un point du bord 
dQ de Q, alors, pour tout voisinage V de s dans Q, on a ^q{V nQ) = oo. 

Soient Q un ouvert proprement convexe de P^ et un point x eQ, on notera D^(e) le disque 
de centre x e Q et rayon e > : D^[e) = {y ^ Q\dQ(x,y) < e}. L'idee est de construire une 
infinite de disques disjoints de rayon constant inclus dans V nQ. La demonstration se passe 
en deux etapes. On commence par montrer (lemme 1.4) que le volume des disques de rayon 
e est uniformement minore. Ensuite, on construit une suite de disques disjoints inclus dans 
Vnn. 

Nous allons avoir besoin du theoreme suivant du a Benzecri ([Ben60]). On munit I'en- 
semble £ = x) \ Q est un ouvert proprement convexe de : P^ et x e fl} de la topologie de 
Hausdorff pointee. 

Theoreme 1.3 (Benzecri). — L'action de SL3(]R) sur I'ensemble £ = {{yL,x)\Vt est un 
ouvert proprement convexe de P^ et x ^ VL] est propre et cocompacte. 

On obtient la proposition suivante : 

Lemme 1.4- — Le volume minimum d'un disque de rayon e d'un ouvert proprement convexe 
de P^ est strictement positif. Autrement dit : 
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Demonstration. — La fonction qui a {Q,x) e £ associe fiQ{D^{e)) est continue et SL3(]R)- 
invariante. Par consequent, le theoreme 1.3 montre que I'infimum de cette fonction est atteint 
sur £. C'est ce qu'il fallait montrer. □ 

A present, nous allons chercher a evaluer la taille euclidienne des disques de Q. 

Lemme 1.5. — Soient Q un ouvert proprement convexe de et un point s e dVt, on choisit 
une carte affine A contenant Q. On se donne Dq une droite de passant par s tel que 
i7 n Do = 0- On considere un point x eQ. On note Di la droite parallele a Dq (dans la carte 
A) passant par x. On note une droite parallele (dans la carte A) a Dq qui ne rencontre 
pas Q. Enfin, on note Dg la droite parallele (dans la carte A) a Dq et tel que le birapport du 
quadruplet de droites (Do,Di,De,Doo) est egale a e = exp(l). Pour terminer, on note B la 
composante connexe de Q - De qui contient x. Alors, -D^(l) est inclus dans B. 

Demonstration. — La figure 3 pent aider a suivre cette demonstration. 




Figure 3. Demonstration du lemme 1.5 



Pour montrer ce lemme, il faut utiliser la proposition 1.1. On choisit pour 0.2 n'importe 
quel rectangle contenant delimite par les droites Dq et D^o et tel que les cotes donnes par 
Dq et Dao sont des cotes opposes de 0.2. La proposition 1.1 montre que D^{l)^D^\l). Par 
consequent, il suffit de montrer que D^'^{1) est inclus entre les droites Df. et Dq. Mais 0.2 est 
un rectangle, par consequent, comme la distance de Hilbert est defini en terme de birapport, 
le disque D^^(l) est inclus dans un rectangle dont les cotes sont paralleles a ceux de O2 et 
inclus entre les droites De et Dq. □ 

On pent a present montrer la proposition 1.2 lorsque s possede un voisinage V dans P^ tel 
que V n dO ne contient aucun segment non trivial. 
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Lemme 1.6. — Soient Vt un ouvert proprement convexe de et un point s du bord dQ qui 
possede un voisinage V dans tel que V ndQ ne contient aucun segment non trivial; alors, 
pour tout voisinage V de s dans Q, on a ^^(V nQ) = oo. 

Demonstration. — Nous allons construire une infinite de disque de rayon 1 dans V nQ. On 
se donne un point x de n i7 et on considere le segment [x,s[ inclus dans Q. Ce segment 
fournit une geodesique A de longueur infini que I'on parametre par la longueur d'arc pour 
la metrique de Hilbert. Par consequent, si on note Xn - A(3n) alors les disques Dn = 
sont disjoints. II reste a comprendre pourquoi ils sont inclus dans V nQ pour n assez grand. 

On se donne Dg une droite de P^ passant par s tel que Q n Dg = 0. On note Dn la droite 
parallele a Dg passant par A(3n - 1) et on note i?„ la composante connexe de i7 - D„ qui 
contient x„. Si V est un voisinage de s dans P^ tel que V n dQ ne contient aucun segment 
non trivial alors Bn est inclus dans V pour n assez grand. 

De plus, le lemme 1.5 montre que les disques de centre Xn et de rayon 1 sont inclus dans 
Bn pour n assez grand. L'ensemble V nQ contient done une infinite de disques disjoints et 
leur volume est uniformement minore par le lemme 1.4. L'ensemble V nQ est done de volume 
infini. □ 

II faut a present traiter le cas contraire : s'il existe un voisinage de s dans P^ qui contient 
un segment du bord de Q alors il existe un point s' e V ndQ tel que s' appartient a I'interieur 
d'un segment de Q. II reste done a montrer le lemme suivant pour terminer la demonstration 
de la proposition 1.2. 

Lemme 1.7. — Soient Q un ouvert proprement convexe de P^ et un point s du bord dQ, on 
suppose que s est sur I'interieur d'un segment S du bord de Q ; alors, pour tout voisinage V 
de s dans Q, on a fin{V n i7) = oo. 

Demonstration. — La figure 4 pent aider a suivre la demonstration. 
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Figure 4. Demonstration du lemme 1.7 
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Dans ce cas, on ne pent pas trouver une infinite de disques de rayon 1, mais nous allons 
construire une infinite de disque de rayon e dans V nVt, avec e assez petit. On se donne un 
point X de n f2 et on considere le segment \x,s\_ inclus dans Vl. Ce segment fournit une 
geodesique A de longueur infini que Ton parametre par la longueur d'arc pour la metrique de 
Hilbert. On definit la suite x„ = A(3n). Si e < 1 alors les disques D„ = D^^{e) sont disjoints. 

II reste a comprendre pourquoi ils sont inclus dans V nVL pour n assez grand, si e est assez 
petit. Le lemme 1.5 montre que ces disques tendent vers un sous-segment S' de S. Comme 
S' pent ne pas etre trivial il faut prendre e assez petit pour que les disques Dn soient dans 
V nVL pour n assez grand. On va utiliser la meme idee que pour le lemme 1.5 mais cette 
fois-ci, au lieu de pousser les Dn vers le bord de fi, nous allons controler leur taille dans le 
sens "parallele" au segment S du bord de VL. 

Pour cela, on note D la droite passant par x et s. On se donne une carte affine A contenant 
Vt. On considere Dg, D^, et quatre droites paralleles (dans la carte affine A) k D ei 
tel que : 

• Les droites D,,. et Dg ne rencontre pas VL. 

• Le birapport de (Dg,D,D^,Dr) est egale a 

• Le birapport de (Dg,D_i;,D,Dr) est egale a e^^. 

II faut aussi une droite B passant par s et n'intersectant pas Q, ainsi qu'une droite H 
parallele a S et n'intersectant pas Q. L'ouvert Q est done inclus dans le quadrilatere Q2 
delimite par les droites H,Dr,B,Dg. Comme la distance de Hilbert est defini en terme de 
birraport, il vient que tout disque Dy'^{e) de ^2 de centre y et de rayon e est inclus 

dans le quadrilatere delimite par les droites H,D^,B,D_^. 

II est essentiel de remarquer que lorsque e tend vers 0, les droites et converge vers 

D. 

Pour conclure, notons Hn une droite parallele a H et passant par X(3n - 1). La proposition 
1.1 et le lemme 1.5 montre que les disques D„ de Q de centre Xn et de rayon e sont inclus 
dans le quadrilatere delimite par les droites Hn, D,,, B, D_^. Par consequent, si Ton choisit e 
assez petit alors les disques Dn sont inclus dans V nQ, pour n assez grand. 

Leur volume est uniformement minore par le lemme 1.4. L'ensemble V n Q est done de 
volume infini. □ 

Remarque. — Le theoreme de Benzecri 1.3 est en fait valable en toute dimension. Le lemme 
1.4 pent done s'enoncer en toute dimension. L'enonce de la proposition 1.2 se generalise aussi 
en dimension quelconque et la methode de demonstration pent aussi s'adapter au prix de 
quelques complications techniques. 

1.5.2. Un resultat sur les pics. — Soient Vl un ouvert proprement convexe de et un point 
p 6 dVL, l'ensemble des droites de concour antes en p et tel que D nVt = est un segment 
ferme Ep de (P^)*. On a la dichotomic suivante : 

• L'ensemble Ep est un singleton dans ce cas dVt est C^ en p, et I'unique droite de Ep est 
la tangente au bord dVt de en p. 

• Sinon, dVL n'est pas C^ en p, et les points extremaux du segment Ep sont les demi- 
tangentes a dfl en p. 
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Definition 1.8. — Soient < a < 1, f2 un ouvert proprement convexe de et x un point 
du bord dVt de f2, on dit que x est C^'" lorsqu'il existe K >{] eiV mi voisinage de p dans 
dVl tel que € V , Tj-fi) ^ KdE{x,y)°', ou est une distance euclidienne sur un ouvert 
affine contenant Q. 

Definition 1.9. — Soit Vt un ouvert proprement convexe de P^, un pic P est un triangle 
ouvert de Vl qui possede un et un seul sommet sur le bord dVl de fi, on appelle ce sommet le 
sommet a I'infini de P. 

Theoreme 1.10 (C VV) . — Soit Q un ouvert proprement convexe de P^ . 

• Tout pic de Q dont le sommet d I'infini est un point non du bord dQ de Q est de 
volume infini. 

• Tout pic de Q dont le sommet d I'infini est un point C^'" avec a > du bord dQ de Q 
est de volume fini. 

Remarque. — Nous n'utiliserons pas le second point. Mais il illustre bien I'importance de la 
regularite dans I'estimation du volume des pics, qui sera essentielle dans ce texte. On pourra 
trouver une demonstration dans [CVV04] du premier et du second point. Nous donnons une 
demonstration du premier point pour la commodite du lecteur. 

Remarque. — La generalisation du theoreme 1.10 en dimension superieure, ou les pics se- 
raient des simplexes avec un seul point sur le bord n'est pas du tout evidente. C'est encore 
une question ouverte. 

Nous allons utiliser la proposition 1.1 et le lemme suivant. 

Lemme 1.11. — Soit Qq I' ouvert proprement convexe de M? defini par VLq = {{x,y) e 
M.'^\x,y > 0}, tout pic dont le sommet d I'infini est I'origine (0,0) est de volume infini pour 

Demonstration. — L'homothetie 7 de rapport ^ et de centre I'origine preserve Qq. Soit P un 
pic de ^0 dont le sommet a I'infini est I'origine. On note D la droite engendre par le cote 
oppose a I'origine de P, et A le quadrilatere ferme delimite par les cotes de P contenant 
I'origine, la droite D et la droite 'jD. Ainsi, P = \J 'jA. Par consequent, comme 7 preserve 

neN 

la mesure fiQ et que ^n{A) > 0. II vient que fJ^niP) = 00. □ 

Demonstration du premier point du theoreme 1.10. — II reste simplement a remarquer que 
si p est un point non de dVt alors VL est inclus dans un triangle dont I'un des sommets 
est p. Comme I'ouvert {{x,y) ^M?\x,y > 0} est un triangle, la proposition 1.1 et le lemme 
precedent montre que tout pic de Vt dont le sommet a I'infini est le point P est de volume 
infini. □ 

1.5.3. Minoration de I' aire des triangles ideaux. — 

Definition 1.12. — Soit Vt un ouvert proprement convexe de P^, un triangle ideal de Vt est 
un triangle ouvert dont les sommets appartiennent au bord de VL. 
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Theorems 1.13 (CVV). — // existe une constante strictement positive Cp2 tel que pour 
tout ouvert Q proprement convexe de et tout triangle ideal A deQ on ait fiQ(A) ^ Cp2 > 0. 

Demonstration. — On note (]5j)i=i...3 les sommets de A. On considere (-Di)i=i...3 trois droites 
de tel que DitiQ = et pi e Di. Les droites (-Di)j=i...3 definissent quatre triangles ouverts 
de P^. Un seul d'entre eux contient I'ouvert Q, on le note T. La proposition 1.1 montre que 
^niA) ^ fiT{A). Le lemme 1.14 qui suit conclut la demonstration. □ 

Lemme 1.14- — Soit T un triangle de P^, il existe une constante strictement positive Cp2 
tel que pour tout triangle ideal A de T on ait fi'r(A) ^ Cp2. 

Demonstration. — La figure 5 pent aider a suivre la demonstration. 




Figure 5. Demonstration du lemme 1.14 

On pent supposer que T= {[x ■ y : z] e F'^\x,y,z sont de meme signe}. Le groupe D des 
matrices diagonales a diagonale strictement positive preserve T. Commengons par remarquer 
que la proposition 1.2 montre que tout triangle ideal qui possede deux sommets sur le meme 
cote de T est de volume infini. De meme, tout triangle ideal qui possede un sommet en 
commun avec les sommets de T est aussi de volume infini d'apres le theoreme 1.10. On pent 
done supposer que les sommets de A sont sur chacun des trois cotes ouverts de T. 

Le groupe D agit transitivement sur chaque cote ouvert de T. Mieux, le stabilisateur d'un 
point de I'interieur d'un cote ouvert de T agit encore transitivement sur chacun des deux 
autres cotes ouverts. On pent done supposer que les sommets Si, S2 et S3 du triangle ideal A 
ont pour coordonnees Si = [1 : 1 : 0], S2 = [0 : 1 : 1] et enfin S3 = [x : : 1], ou a; > 0. On note 
A^ ce triangle. 

Comme /j^Ti^x) depend de fagon continu de x, il suffit de montrer que le volume de A^^ 
admet une limite infinie lorsque x tend vers 0, pour conclure notre demonstration. Le point 
S3 tend vers le point s = [0 : : 1] lorsque x tend vers 0. On note A' le triangle inclus dans A 
et de sommet s, Si, S2, et A^ le triangle intersection A^ - A^. n A'. La famille des triangles A^ 
croit lorsque x decroit vers et elle converge vers le triangle A'. Le theoreme 1.2 montre que 
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le volume de A' est infini et le lemme de Fatou montre que le volume de tend vers I'infini 
lorsque x tend vers 0. Mais les A'^ sont inclus dans A^.. Ce qui conclut la demonstration. □ 

Remarque. — On pent montrer que I'aire minimale pour un triangle ideal du triangle T 
est atteinte pour le triangle A^, avec a; = 1, et son aire est (avec les normalisations que Ton a 
choisi) 1^, voir [CVV04]. 

Remarque. — La generalisation du theoreme 1.13 en dimension superieure est fausse. En 
effet, on pent construire sans peine une suite de tetraedres ideaux (non degeneres) de I'espace 
hyperbolique dont le volume tend vers 0. 



2. Dynamique 

Dans cette partie nous allons etudier les differentes dynamiques possibles pour un element 
7 de SL3(M) qui preserve un ouvert proprement convexe. 

Remarque. — On munit I'ensemble des fermes de de la topologie de Hausdorff heritee 
de la topologie de P^. Ainsi, toutes les convergences de suites de fermes utilisees dans le reste 
du texte sont au sens de la topologie de Hausdorff. 

2.1. Le cas de P^ et PSL2(]R). — On rappelle sans demonstration la proposition suivante : 

Proposition 2.1. — Soit 7 € PSL2(]R), V element 7 fait partie de I'une des quatre families 
suivantes : 

• La famille des elements dits hyperboliques qui sont conjugues a une matrice de la forme 
suivante : 



oil Xfi = 1 et X> fi> 



I A 

La famille des elements dits paraboliques qui sont conjugues a la matrice : 



ill) 

La famille des elements dits elliptiques qui sont conjugues a une matrice de la forme 
suivante : 



I cos{e) -sm{e) \ 
[ sm{9) cos(^) I 

La famille composee uniquement de I'identite. 



oil, <9 <27i 



Definition 2.2. — Soient 7 e SL3(]R) et D une droite de P^ stable par 7, on dira que I'action 
de 7 sur D est de type hyperbolique (resp. parabolique, resp. elliptique) lorsque 7 restreint a 
cette droite est un element hyperbolique (resp. parabolique, resp. elliptique). 
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2.2. Classification. — La proposition suivante est demontree dans [Cho94]. On reproduit 
ici une demonstration pour la commodite du lecteur. 

Proposition 2.3. — Soit Q un ouvert proprement convexe et un element 7 e Aut(Q), 7 fait 
partie de I'une des six families suivantes : 

• La famille des elements dits hyperboliques qui sont conjugues a une matrice de la forme 
suivante : 



oil, A+ > AO > A- > 
et A+A^A- = 1. 



/ A+ 
AO 
^ A- 

• La famille des elements dits planaires qui sont conjugues a une matrice de la forme 
suivante : 



oil, a, /3 > 0, 0^(3 = 1 
et a, /3 1. 



/ a 

a 
^00/3 

La famille des elements dits quasi - hyperboliques qui sont conjugues a une matrice de 
la forme suivante : 



/ a 1 

a 
^00/3 

La famille des elements dits paraboliques qui sont conjugues a la matrice suivante : 



oil, a, (3 > 0, a^[3 = 1 
et a, (3 1. 



/ 1 1 
1 1 
^001 

La famille des elements dits elliptiques qui sont conjugues a une matrice de la forme 
suivante : 



/ 1 \ 

cos(^) -sin(^) Ou,0<9<2n. 
^ sin(^) cos(^) / 

• La famille composee uniquemenent de I 'identite : 

Demonstration. — Soit 7 e SLs(M.) on notera Sp(7) le spectre de 7, pour montrer ce lemme 
il suffit de montrer 3 points : 

• Si Sp(7) c M et Sp(7) / {1, -1} alors on a Sp(7) c M*. 

• Si Sp(7) c {1, -1} alors 7 est diagonalisable ou parabolique. 

• Si Sp(7) / M alors 1 'unique valeur propre reelle de 7 est 1. 



SURFACE PROJECTIVE CONVEXE DE VOLUME FINI 



15 



Commengons par montrer le premier point. On considere une valeur propre A de 7 de valeur 
absolue maximale, comme Sp(7) / {1, -1} on a |A| > 1. On note E la reunion des points et 
droites stables de 7. L'ensemble F'^ -E est un ouvert dense, par consequent il existe un point 
X € (p2 - E) nQ. Si A < 0, le segment [7^"(x), 7^"+^(a;)] converge vers une droite de P^, ce 
qui est absurde car Q est proprement convexe, done A > 0. En appliquant ce raisonnement a 
7"^ on obtient que les valeurs propres de valeur absolu maximale et minimale sont positives 
et par consequent, comme 7 e SL3(]R), on a Sp(7) c M*. 

Montrons a present le deuxieme point. II s'agit de montrer que 7 ne pent pas etre conjugue 
a I'une des 2 matrices suivantes : 

/ u 1 

u 

\ 1 

ou, u = 1 on u = -1. Supposons qu'il existe un tel 7 e Aut(i7). Quitte a travailler avec 7^ on 
pent supposer que u = 1. Alors, il existe une unique droite D composee de points fixes pour 
7. Et, 7 possede un unique point fixe f e D tel que Paction de 7 sur toute droite D' passant 
par V est parabolique si D' 4^ D. L'element 7 ne preserve done aucun convexe proprement 
convexe de P^. 

Enfin, montrons le dernier point. Si le spectre de 7 n'est pas reel alors 7 est conjugue a 
une matrice de la forme suivante : 

/ r 2 \ 

rcos(6') -rsin(6') ou, < 61 < 27r et 6* tt. 
rsin(6') rcos(^) / 

L'element 7 possede un unique point fixe f et P^ - {v} est une reunion d'ellipses disjointes 
permutees par 7. Par consequent 7 preserve un convexe proprement convexe si et seulement 
si les ellipses sont globalement preservees par 7, c'est a dire si et seulement si I'unique valeur 
propre reelle de 7 est 1. □ 

2.3. Resultat elementaire sur la dynamique. — Les resultats suivants ont deja ete 
presente dans [Gol90] ou [Cho94]. 

2.3.1. Dynamique hyperbolique. — Soit 7 un element hyperbolique de SL3(M), l'element 7 
est conjugue a la matrice 



/ A+ 
AO 
\, A- 



Ou, A+ > AO > A- > 
et A+A^A- = L 



On note : 



ptf le point propre de P^ associe a la valeur propre A+. 

pO le point propre de P^ associe a la valeur propre A^. 

p~ le point propre de P^ associe a la valeur propre A". 

Dtf'~ la droite stable de P^ associee aux valeurs propres A+,A", 

Dt'^ la droite stable de P^ associee aux valeurs propres A+, A^. 
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• D^' la droite stable de associee aux valeurs propres A , A°. 

Proposition 2.4- — Soient Vt un ouvert proprement convexe et un element hyperbolique 
7 € Aut(Q), alors, on a ptp pi^ ^ dVt et p^iVt. 

Demonstration. — Tout d'abord les points p:^ ^ i7 puisque Aut(fi) agit proprement 

sur Vt. Ensuite pour tout x e fi, lim 7"'X = pt, et lim 7"'X = p^ done p+ p^ e dfl. □ 

On pent a present definir I'axe d'un element hyperbolique qui agit sur un ouvert proprement 
convexe. 

Definition 2.5. — Soient Q un ouvert proprement convexe et un element hyperbolique 
7 e Aut(f2), I'axe de 7 que Ton notera Axe(7) est le segment ouvert de la droite (p^pif) qui 
est inclus dans Q et dont les extremites sont p:^ et p+. 

Definition 2.6. — Soient Vt un ouvert proprement convexe de et un element hyperbo- 
hque 7 de Aut(fi). On suppose que p° € dVt. Alors, on note (resp. [p:,;,^^]) le segment 

ouvert de la droite {p1yP^) (resp.(p:^p°)) inclus dans VL. On les appelle les axes secondaires de 
7- 

Definition 2.7. — Soit c : §^ ^ P^ une courbe simple continue, on dit que c est une courhe 
convexe lorsque la composante connexe orientable de P^ - c(S^) est un ouvert proprement 
convexe. 

Les figures 6 et 7 illustrent la dynamique d'un element hyperbolique. 

Proposition 2.8. — Soient Vt un ouvert proprement convexe et un element hyperbolique 
7 € Aut{Q). 

(A) Sip^iQ et Axe(-f) c Q alors 

• dQ est en p+ et en p^. 

(B) Sip'^^in et Axe{'y) c dn alors 

• dfl n'est pas en p+ et en p~. 

• Les demi-tangentes a dQ en pt^ sont (pt^Pj) et 

• Les demi-tangentes a dQ en p:^ sont (pt^Pj) et {pl^p^). 

(C) S'z p° e n et Axe{-i) c Vt alors 

• [^7,^7] et can. 

• dVL est Ci en p+, p- et = TpM n Tp-dn. 

(D) Sip^en et Axe{'j) c dn alors 

• [^7,^7] et [p-,p'^] odQ. 

• Q est un triangle dont les sommets sont pi^, p~. 

Demonstration. — Les points p^ et p:^ definissent un pavage de P^ en quatre triangles 

o 

fermes. Soient Ti et T2 les deux triangles de cette partition tels que TinT2 = Axe(7), et Xi e Ti 

a 

et X2 e T2, la courbe obtenue en concatenant la courbe {■y^xi)teR et la courbe (7"*X2)seK et 
en ajoutant les points limites p+ et p~ definit une courbe C convexe analytique en dehors des 
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Figure 6. Dynamique d'un element hyperbolique sur 



points p+ et p^. C est C^'"^ en p+ et C^'" en p^, on a+ = ||||^oj_in(^-) 
tire facilement de tout ceci les conclusions de la proposition. 



> et a 



= On 

□ 



2.3.2. Dynamique planaire. 
gue a la matrice 



Soit 7 un element planaire de SL3(R), I'element 7 est conju- 



/ 


a 













a 





\ 








/5 



ou, a, ^ > 0, = 1 
et a, ^ ^ 1. 



On note : 

• p^ le point prop re de associe a la valeur propre 13. 

• la droite stable de associee a la valeur propre a. 

La dynamique des elements planaires etant extremement simple, on obtient facilement la 
propostion suivante. 

Proposition 2.9. — Soit un ouvert proprement convexe et un element planaire 
7 e Aut{D,), alors, est un triangle dont I'un des sommets est p^ et le cote de op- 
pose a p-y est inclus dans la droite D^. 



2.3.3. Dynamique quasi-hyperholique. — Soit 7 un element quasi-hyperbolique de SL3(M), 
I'element 7 est conjugue a la matrice 
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(A) 



(B) 




(C) (D) 
Figure 7. Les differentes configurations de la proposition 2.8 




On note : 



Ou, a, P >0, 0^(3 = 1 
et a, (3 1. 



• p]y le point prop re de associe a la valeur propre /5. 

• le point propre de associe a la valeur propre a. 

• la droite stable de P^ associee a la valeur propre a. 

On pent definir I'axe d'un element quasi-hyperbolique qui agit sur un ouvert proprement 
convexe de la meme fagon que pour un element hyperbolique. La meme demonstration que 
dans le cas hyperbolique donne la proposition suivante : 
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Proposition 2.10. — Soient Vt un ouvert proprement convexe et un element quasi- 
hyperbolique 7 e Aut(Q), alors, on a pl^, p"^ e dfl. 

Definition 2.11. — Soient f2 un ouvert proprement convexe et un element quasi- 
hyperbolique 7 e Aut(fi), Vaxe de 7 que Ton notera Axe(7) est le segment ouvert de 
la droite (p^p^) qui est inclus dans Vt et dont les extremites sont pl^ et p^. 

La figure 8 illustre la dynamique d'un element quasi-hyperbolique 



Proposition 2.12. — Soient Vt un ouvert proprement convexe et un element quasi- 
hyperbolique 7 € Aut(Q). Alors, 

• Axe('y) c dVl. 

• dQ n'est pas en et les demi-tangentes a dQ en p^ sont (pl^p"^) et D. 
. dn est Ci en p\ et Tpidn = {p\p^^). 

Demonstration. — On procede comme pour I'etude de la dynamique d'un element hyperbo- 
lique. La droite et la droite D definissent un pavage en deux parties de P^. L 'action 

de 7 sur D est parabolique et Taction de 7 sur {pl^pi^) est hyperbolique. Les points p}^ et p^ 
definissent deux segments Si et 5*2 de la droite (p^p^) dont les extremites sont pl^ et p^. Soit 
a; e P2 - [D u {pl^p^)), la courbe (7*x)f£iR a pour limite les points pl^ et p"^ lorsque t tend vers 
±00. Si on ajoute le segment Si ou bien S2 a cette courbe on obtient une courbe C convexe 
et analytique en dehors des points pl^ et p'^. La courbe C n'est pas en pi^ et admet comme 
demi-tangentes en p^, les droites D et {pl^pi^). La courbe C est en pl^ et sa tangente est la 
droite (p^p^). II faut aussi remarquer que si ?/ e - (D u {pl^p'i^)) est dans I'autre composante 
connexe de P^ - {D u alors la courbe obtenue par le meme procede, mais en ajoutant 

I'autre segment est une courbe convexe analytique en dehors des points p}^ et p^. On tire 
facilement de ceci les conclusions de la proposition. □ 




Figure 8. Dynamique d' 



'un element quasi-hyperbolique 
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2.3.4- Dynamique parabolique. — Soit 7 un element parabolique de SL3(]R), relement 7 est 
conjugue a la matrice 



/ 


1 


1 










1 


1 


\ 








1 



On note : 

• Pry I'unique point fixe de 7 sur P^. 

• I'unique droite fixe de 7 sur P^. 

La figure 9 illustre la dynamique d'un element parabolique. 




Figure 9. Dynamique d'un element parabolique 



Proposition 2.13. — Soient un ouvert proprement convexe et un element parabolique 
7 € Aut{VL) alors 

• p e dVl . 

• dfl est en p. 

• Tpdn = D. 

• Le point p n'appartient pas a un segment non trivial du bord de Q. 

Demonstration. — On procede comme pour I'etude des elements hyperboliques et quasi- 
hyperboliques. Soit x i D, \a courbe C obtenue en ajoutant le point p a la courbe {'~f^x)teR 
definit une courbe convexe analytique (la courbe C est en fait une ellipse). □ 
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2.3.5. Dynamique elliptique. — On ne se soucie pas des elements elliptiques car le lemme 
de Selberg permet de s'en debarrasser sans frais. On rappelle ici un enonce de celui-ci. 

Lemme 2.14 (Selberg). — Tout sous-groupe de type fini de GLn(C) est virtuellement sans 
torsion, c'est d dire possede un sous-groupe d'indice fini sans torsion. 

2.4. Calcul du centralisateur d'un element de T dans Aut(^7). — 

Lemme 2.15. — Soient '~f,6 des elements de SL3(]R) qui verifient que : 

• les elements 'j,6 sont hyperboliques tels que {pt/,p^,Pj} = {Ps^Ps^P^}- 

• Ou bien, les elements 7, 6 sont paraboliques tels que p^ = ps et = Ds. 

• Ou bien, les elements 'j et 6 sont quasi-hyperboliques tels que pl^ = p^ et p"^ = p"^. 

Si le groupe < 7, 5 > est discret et preserve un ouvert proprement convexe qui n'est pas un 
triangle alors le groupe < 7, 5 > est cyclique infini. 

Demonstration. — Dans les trois cas, un calcul simple montre que le commutateur 'j5'j'^6'^ 
de 7 et 5 est la matrice identite ou une matrice conjuguee a la matrice suivante : 

/ 1 1 \ 

10 
\ 1 / 

La proposition 2.3 montre que le dernier cas est impossible done 7 et 5 commutent. Pour 
conclure, on pent considerer la composante connexe de I'adherence de Zariski A du groupe 
< 7, (5 > qui est un groupe de Lie abelien. On a done deux possibilites : 

• A est isomorphe a M?. 

• Si les elements 7, 6 sont hyperboliques alors A est conjugue au groupe suivant : 

7 « \ 1 

^ P |a,/3,7>0 et a/37 = 1 1 
A 7 / J 

• Si les elements 7,5 sont quasi-hyperboliques alors A est conjugue au groupe sui- 
vant : 





a 


P 











a 


"1 


1 a, 7 > , /3 € M et 0^7 




\ 





7 ) 





• Si les elements 7,5 sont paraboliques alors A est conjugue au groupe suivant : 





/ 1 


a 











1 


a 






\ 





1 1 





• A est isomorphe a M 

Dans le second cas, comme le groupe < 7, 5 > est un sous-groupe discret de A, le groupe 
< 7, 5 > est cyclique. Pour conclure, il suffit done de montrer que le premier cas est absurde. 
Pour cela, remarquons que A agit simplement transitivement sur : 
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• Chacune des quatre composantes connexes si 7 est hyper- 
bolique. 

• Chacune des deux composantes connexes de - (D^ u (p^p^)) si 7 est quasi- 
hyperbolique. 

• p2 - si 7 est parabolique. 

On note X Tune de ces composantes connexes. Comme le groupe F =< 7, 5 > est Zariski-dense 
dans A, c'est un reseau cocompact de A, car A est un groupe de Lie abelien. L'enveloppe 
convexe de toute orbite d'un point de X est alors egale a X. Par consequent, si 7 et 5 
sont hyperboliques alors tout ouvert proprement convexe preserve par F est un triangle, ce 
qui est absurde. Et sinon F ne pent pas preserver d'ouvert proprement convexe, ce qui est 
absurde. □ 

Definition 2.16. — Soient Vt un ouvert proprement convexe de et 7, 5 € Aut(f2), on dira 
que 7 et 5 ont les memes caracteristiques geometriques s'ils font partie d'un meme groupe a 
un parametre de SL3(]R). Ceci entraine qu'ils ont les memes points fixes et droites fixes. 

Proposition 2.17. — Soient Q un ouvert proprement convexe qui n'est pas un triangle et 
7 € Aut(Q), le centralis ateur d'un element hyperbolique (resp. quasi-hyperbolique, resp. para- 
bolique, resp. elliptique d'ordre different de 2) 7 dans AutiVl) est le sous-groupe des elements 
hyperboliques (resp. quasi-hyperboliques, resp. paraboliques , resp. elliptiques) de Aut(Q) qui 
ont les memes caracteristiques geometriques que 7. 

Demonstration. — Soit 7 6 Aut(fi), rappellons que, comme Q n'est pas un triangle, Aut(^7) 
ne contient pas d'element planaire. Raisonnons au cas par cas. 

• Si 7 est hyperbolique alors le centralisateur de 7 dans SL3(]R) est I'ensemble des matrices 
diagonalisables dans la meme base que 7, et le lemme 2.15 permet de conclure. 

• Si 7 est elliptique alors comme 7 n'est pas d'ordre 2, le centralisateur de 7 dans Aut(f2) 
est I'ensemble des elements elliptiques de F qui ont les memes espaces stables. Or, 
I'ensemble des elements elliptiques de SL3(M) qui preserve un plan P et une droite D 
avec D P est un groupe de Lie de dimension 1. C'est ce qu'il fallait demontrer. 

• Si 7 est quasi-hyperbolique alors un simple calcul montre que le centralisateur de 7 
dans Aut(n) est I'ensemble des elements quasi-hyperboliques 5 qui verifient = p\ et 

= pI- Le lemme 2.15 conclut la demonstration. 

• Si 7 est parabolique alors un simple calcul montre que le centralisateur de 7 dans Aut(f2) 
est I'ensemble des elements paraboliques qui verifient p^ = ps et D^ = Ds. Par consequent 
le lemme 2.15 conclut la demonstration une nouvelle fois. 

□ 

3. Irreductibilite et adherence de Zariski 

3.1. Irreductibilite. — On reproduit pour la commodite du lecteur la demonstration de 
la proposition suivante due a Goldman dans [Gol90]. 
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Proposition 3.1 (Goldman). — SoitV un sous-groupe discret de SL3(]R) qui preserve un 
ouvert proprement convexe Q de P^, si T n'est pas virtuellement ahelien alors T est irreduc- 
tihle. 

Demonstration. — Supposons que F n'est pas irreductible, nous allons montrer que F est 
virtuellement abelien. Alors le groupe F fixe un point ou une droite de P^. Par dualite, on 
pent supposer que F fixe un point p e P^. 11 faut distinguer 2 cas. 

• Si p 6 f2 alors, comme F agit proprement sur f2, F est fini. 

• piVL alors F ne contient aucun element elliptique, par consequent F est sans torsion. 
A present, le faisceau des droites concourantes en p est preserve par F. La projection 
de T sur la surface S = Q/r est un feuilletage de dimension 1 sans point singulier. La 
surface S est done un cylindre ou un tore. Le groupe F est done abelien. 

□ 

Lemme 3.2. — Soit F un sous-groupe discret de SL3(]R) qui preserve un ouvert proprement 
convexe Q de F"^. Si T est virtuellement abelien et /i(f2/r) < oo alors Q est un triangle, F 
contient une copie de 1? d'indice fini et Q/^ est compact. 

Demonstration. — On pent supposer que F est abelien. L'espace Q/r est de volume fini par 
consequent F contient un element d'ordre infini. Pour faciliter la discussion, il est commode 
de distinguer le cas ou Q est un triangle, du cas ou Q n'est pas un triangle. 

Dans le premier cas, le groupe Aut(fi) est un groupe de Lie abelien isomorphe a M? qui 
agit simplement transitivement sur Q. Par consequent, /i(f2/r) < oo si et seulement si F est 
un reseau de Aut(f2). Ceci entraine que Q/^ est compact et que F contient une copie de 
d'indice fini. 

Enfin il faut montrer que le second cas est absurde. On pent utiliser la proposition 2.17. 
Celle-ci montre que le centralisateur dans Aut(f2) d'un element hyperbolique (resp. pa- 
rabolique, resp. quasi-hyperbolique) est un element hyperbolique (resp. parabolique, resp. 
quasi-hyperbolique) qui possede les memes caracteristiques geometriques. 11 vient que F est 
isomorphe a Z. 

A present, nous allons construire un domaine fondamental convexe F pour Faction de F 
sur Q. Pour cela, on considere un generateur 7 de F et on note un point fixe de 7 : p £ dQ. On 
considere une droite D passant par p et tel que Q n D i= 0. On definit F comme I'adherence 
d'une composante connexe de - U 7"/}. L 'ensemble F est un domaine fondamental pour 

neZ 

faction de F sur Q et il contient un voisinage d'un point du bord de Q. 11 vient que F est de 
volume infini par le theoreme L2. □ 

Corollaire 3.3. — Soit F un sous-groupe discret de SL3(M) qui preserve un ouvert propre- 
ment convexe Q dcF"^. Si yu(f2/r) < 00 et Q n'est pas un triangle alors F est irreductible. 

3.2. Adherence de Zariski. — 

Proposition 3.4- — Soit F un sous-groupe discret de SL3(]R), si F est infini et irreductible 
alors I'adherence de Zariski de F est : 



24 



LUDOVIC MARQUIS 



• SL3(M) OU 

• Un conjugue de S02,i(M). 

Demonstration. — Tout sous-groupe Zariski-ferme et irreductible de SL3(]R) est : 

• SL3(M) OU 

• un conjugue de S03(]R) ou 

• un conjugue de S02,i(M). 

Par consequent, comme I'adherence de Zariski de F est un sous-groupe de SL3(M) Zariski- 
ferme, irreductible et non borne. On obtient le resultat voulu. □ 

Corollaire 3.5. — Soit T un sous-groupe discret de SL3(]R) qui preserve un ouvert propre- 
ment convexe Q de P^, si /i(f2/r) < oo et Q n'est pas un triangle alors I'adherence de Zariski 
de r est : 

• SL3(M) OU 

• un conjugue de S02,i(M). 



L'existence d'un domaine fondamental convexe et localement fini pour Taction d'un sous- 
groupe discret de SLn+i(]R) sur un ouvert proprement convexe de P*^ est dil a Jaejeong Lee 
([Lee]). Nous donnons ici une courte demonstration de ce resultat. 

4.1. Fonction caracteristique d'un cone convexe. — Pour montrer ce resultat, nous 
aurons besoin de nous placer dans un cadre vectoriel. Rappelons done quelques definitions. 

Definition 4-1- — Un cone de ]R"+i est une partie invariante par les homotheties lineaires 
de rapport positifs. Un cone convexe est dit proprement convexe s'il ne contient pas de droite 
affine. 

Soit C un cone ouvert proprement convexe, on note C* = {/ e (]R"+^)* \ y v e C-{0}, f{v) > 
0} le cone dual de C. C'est un cone ouvert proprement convexe de (]R"+^)*. Les points 1 a 5 
du lemme suivant sont tires d'un article de Vinberg [Vin63]. 

Lemme 4-2. — Soit C un cone proprement convexe de M", on considere V application sui- 
vante appelee fonction caracteristique de C. 



4. Existence d'un domaine fondamental convexe 



M ^ 



1. 
2. 
3. 

I 
5. 



La fonction (pc est bien definie. 
La fonction (fc est analytique. 
La fonction (fc est une submersion. 
Le hessien de (fc est defini positif. 



6. 




VMeC, Vt;eC, \imMM + Xv) = 0. 
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Demonstration. — 

1. Soit M e C fixe, on note Qm = {/ ^ C* \f{M) = 1}, E I'espace vectoriel engendre par 
Qm et Vol^; la mesure de Lcbesgue canonique du sous-espace E de (M'^+^)*. La propre 
convexite de C entraine que Qm est unc partie compacte de E, le calcul suivant conclut. 

f e-f^^^df= f ( [ e-^d\\(No\E = Vo\E{^M)<+oo. 
Jc* Jum ^ Jk ' 

2. C'est clair. 

3. Le calcul de d</7c est immediat et donne : 

d^pQ■. C ^ (M'^+i)* 

Done </7c est une submersion. 

4. Le calcul de d^(/7c est lui aussi immediat et donne : 

dVc: C ^ Sym(R"+i xR"+i,R) 

M ^ {u,v)^f^^f{u)f{v)e-f(^)df 

ou Sym(R"+^ x R"+i,R) designe I'espace des formes bilineaires symetriques sur R"+^. 
Done le hessien de (pc est defini positif. 

5. Soit Moo £ dC, il existe / € dC* tel que /(Moo) = 0. On considere un compact d'interieur 
non vide K inclus dans C* et on definit le sous-ensemble L - K + {A/}a>o c C*. Enfin, 
on note c - sup{/(Moo)}. Le calcul suivant permet de conclure. 

lim (^c(M) ^ v'c(Moo) ^ [ e-f^^-^df ^ f e'^df = +oo 

La premiere inegalite est une consequence du lemme de Fatou, les autres sont triviales. 

6. Soient M e C et f e C, (pc(M + Xv) = f^^ e~^-f^'"'>e~-f^^'>df , I'integrant est domine par 
M e~-^(^) qui est integrable et il tend vers lorsque A +oo. Le theoreme de 
convergence dominee entraine que lim fciM + Xv) = 0. 

□ 

Definition 4-3. — Soit E une hypersurface de R"^+^, on dit que E est localement convexe 
(resp. localement strictement convexe) lorsque tout point de E possede un voisinage dans E 
qui est une partie du bord d'un convexe (resp. d'un convexe strictement convexe) de R"+^. 

Remarque. — Soit S une liypersurface de M"+^ - {0} localement strictement convexe, pour 
tout point p de E, et tout ouvert V de R"+^ suffisament petit contenant p, V -T, possede 
deux composantes connexes. La stricte convexite permet de definir la composante interieure 
et la composante exterieure. En particulier, pour tout point p de E, on pent donner un sens 
a la phrase "le vecteur Op pointe vers I'exterieur (resp. I'interieur) de E". 

Definition 4-4- — Soit E une hypersurface localement strictement convexe de R"+^ - {0}, 
on dit que E est radiale si pour point p de E le vecteur Op pointe vers I'interieur de E. 

Remarque. — Toute hypersurface de R"+^ - {0} localement strictement convexe, radiale et 
propre est le bord d'un ouvert strictement convexe de R'^*^ ~ {0}- 
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Definition 4-5. — Soient E une hypersurface localement strictement convexe, radiale et 
propre de ]R"+^ - {0} et C un cone ouvert convexe de ]R"+^, on dit que S est asymptote au 
cone C lorsque : 

• Le cone C contient S. 

• Toute demi-droite affine incluse dans C inter secte S. 

Remarque. — On pent remarquer que la derniere condition est equivalente au fait que 
I'hyperplan affine tangent a S en un point x converge vers un hyperplan vectoriel tangent a 
dC le bord de C, lorsque la droite engendree par x converge dans P" vers une droite incluse 
dans dC. 

Soit TT : ]R"+^ - {0} P"- la projection naturelle, le lemme 4.2 donne le corollaire suivant. 

Corollaire 4-6. — Soit C un cone ouvert proprement convexe de ]R"+^, pour tout m > 0, 
I 'hypersurface ip^{m) est une hypersurface fermee de ]R"+^, strictement convexe, radiale, 
propre et asymptote au cone C. De plus, toute application lineaire de determinant 1 qui 
preserve C, preserve ipc done aussi les hypersurfaces {ip^{m))m£]^i- 

4.2. Existence d'un domaine fondamental convexe. — 

Definition 4 •'7. — Soient X un espace topologique et F un groupe qui agit sur X par 
homeomorphisme, on dit qu'une partie fermee D c X est un domaine fondamental pour 
r action de T sur X lorsque : 

• {j-iD = X. 

o o 

• V7 1, -y/} n = 0. 

De plus, un domaine fondamental D pour Taction de F sur X est dit localement fini lorsque : 

• compact de X, {7 e F | n K 0} est fini. 

Nous allons construire un domaine fondamental convexe et localement fini pour Faction de 
F sur Q. Pour cela on introduit les objets suivants. On note C I'une des deux composantes 
connexes de 7T'^(Q). On pose (f = (fc^s. fonction caracteristique de C. Le groupe F agit sur C 
en preservant les lignes de niveau de (f. On note S = (p'^(l), c'est une hypersurface preservee 
par F. 

Enfin, on definit ipx pour X € S la forme lineaire sur ]R"+i qui donne I'equation de I'hyper- 
plan vectoriel tangent a S en X et qui verifie ipxiX) = 1. Autrement dit, on a ipx = d!px{x) ■ 

Definition 4-8. — On reprend les notations introduites. Soit Xq e S dont le stabilisateur 
dans F est trivial, le domaine de Dirichlet-Lee pour I'action de F sur S base en Xq est, 
I'ensemble : 

Dx, = {X € S I V7 * 1, ^PxoiX) ^ i^XoilX)} 

Si on note Xq = 7r(Xo), on a une definition naturelle du domaine de Dirichlet-Lee pour 
I'action de F sur fl base en Xq, il s'agit de I'ensemble A^.^ = n(Dxo)- 
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Theorems 4-9 (Lee). — Soient T un sous-groupe discret de SLn+i(]R) qui preserve un ou- 
vert proprement convexe Q de P" et un point xq dont le stahilisateur dans T est trivial. Le 
domaine de Dirichlet-Lee pour V action de T sur Vl base en Xq est un domaine fondamental 
convexe et localement fini pour Faction de T sur Q. 

Pour montrer le theoreme de Lee, nous aurons besoin de deux lemmes. 

Lemme 4-10. — Pour tout points Xq,X e E, lim'?/'Xo(7-^) = 

Demonstration. — Le lemme 4.2 montre que I'hypersurface localement strictement convexe, 
radiale et propre S est asymptote au cone proprement convexe C. Par consequent, I'inter- 
section du cone C avec tout demi-espace de la forme {ipxo ^ c}, ou c € M est une partie 
bornee de ]R"+^. Mais, le point 7X tend vers I'infini lorsque 7 tend vers I'infini. Ceci conclut 
la demonstration du lemme. □ 

Pour le second lemme, il faut introduire plusieurs objets. Soit X e S, on note Tx I'liyperplan 
afRne tangent a S en X, il est donne par I'equation ipx = 1. SiXeSet7€r, alors on note 
fij^ la forme lineaire tpx ~ V'x °7- Et on note H]^ I'hyperplan vectoriel fij^ = 0, et si a; = 7r(X), 
on note son image dans P^. 

Nous aurons aussi besoin d'une definition. 

Definition 4-11- — Soient C un ouvert convexe de ]R"+^ et X 6 dC, un hyperplan d'appui 
a C en X est un hyperplan affine de M"'+^ contenant le point X mais ne rencontrant pas C. 

Soient Q un ouvert convexe de P" et x € dQ, un hyperplan d'appui kfl enx est un hyperplan 
projectif de P" contenant le point x mais ne rencontrant pas Q. 

Lemme 4-12. — Soient ('~fp)pen ^ tel que lim7p = 00 et Xq e Q, on suppose que la suite 

7pXo converge vers un point x^ € d^. Alors, la suite des hyperplans M21 converge vers un 
hyperplan d'appui a Q en Xoo- 

Demonstration. — La figure 10 pent aider a suivre la demonstration. 

On note Xq le point de S tel que 7r(Xo) = Xq. Tout d'abord, I'hypersurface S est asymptote 
au cone convexe C par consequent les hyperplans affines T^^Xq convergent vers un hyperplan 
vectoriel T de M'^+i qui est un hyperplan d'appui a C contenant la droite Xoo- On veut montrer 
que la suite d'hyperplan vectoriel 7r~^(Mjp ) = H^Xo converge aussi vers T . 

Commengons par remarquer que tt'^{M21) = H'J^^ =Vect(Txo nT^^Xo)- En effet, I'inter- 
section Txq n T^^Xo est incluse dans H]^^^ et les hyperplans affines Tx^ et T^^Xq ne sont pas 
paralleles done dim(Txo n T^^Xq) = n- 1. 

Ainsi, la suite {H]^^)p^f^ a done la meme hmite que la suite {T^pXo)pm et puisque I'hy- 
perplan affine {T^pXo)pm converge vers I'hyperplan vectoriel T, on a done demontre que la 
suite {H][^)p^^ converge vers un hyperplan d'appui au cone convexe C. Ce qui conclut la 
demonstration. □ 

On obtient le corollaire suivant : 

Corollaire 4-13. — Pour tout point xq e Q, la famille des hyperplans {M2g}.y^r ^st locale- 
ment finie dans fl. 
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Figure 10. Demonstration du lemme 4.12 



Demonstration du theoreme 4.9. — L'ensemble /S.^^ est une partie convexe de Vl puisqu'elle 
est obtenue comme intersection de demi-espaces de VL. Pour montrer que c'est un domaine 
fondamental il sufRt de montrer que V'm.{{'ipxAlX)} est atteint pour tout point X e S. Ceci 

est une consequence directe du lemme 4.10. La partie /S.^^ est done un domaine fondamental 
convexe, il est localement fini car la famille des hyperplans MJq est localement finie dans 
(coroUaire 4.13). □ 

Proposition 4-14- — Soient un espace localement compact X et un groupe discret T qui agit 
par homeomorphisme sur X . Supposons qu'il existe un domaine fondamental D localement 
fini pour Faction de T sur X . L'application naturelle p: D X/r est propre. 

Demonstration. — On va montrer que I'image reciproque de tout suite convergente est une 
suite incluse dans un compact de D. Soient une suite de points {sn)ne'N ^ i^/r)^ telle que 
lims„ = s e X/r et une suite t^ ^ D tel que = s^, il existe des elements 7„ € F tel 

que la suite (7n^n)neN converge vers un point t ^ D qui verifie p{t) = s. Par consequent si on 
considere K un voisinage compact de t alors pour n assez grand on a 'jnDnK 4^ 0. L'ensemble 
D est un domaine fondamental localement fini, il n'y a done qu'un nombre fini de 7 € F qui 
verifient 7/} nK 0. Par consequent, la suite (7n)neN est finie et la suite (tn)neN est incluse 
dans un compact de X. □ 



4.3. Locale finitude a I'infini en dimension 2. — 



SURFACE PROJECTIVE CONVEXE DE VOLUME FINI 



29 



Remarque. — Dans cette partie on se place en dimension 2. De plus, a partir de maintenant 
si A est une partie de Q on designera par A son adherence dans F'^ et AnQ son adherence 
dans Q. De cette fagon, on evitera toute ambigui'te. 

Definition 4-15. — Soient Q un ouvert proprement convexe de et un element 7 de 
Aut(r2), un secteur de 7 est I'adherence dans Q de I'enveloppe convexe dans Q de I'orbite 
d'une partie compacte non vide de Q sous Taction de 7. 

La forme des secteurs est tres variable suivant la dynamique de I'element 7. On etudie 
dans la proposition suivante de fagon exhaustive la forme de ces derniers. La demonstration 
de cette proposition est une simple consequence de I'etude de la dynamique des elements de 
Aut(f2) faite dans la partie 2. 

La figure 11 illustre la proposition suivante. 



Proposition 4- 16- — Soient Q un ouvert proprement convexe de et T un sous-groupe 
discret de SL^(R) qui preserve Q et un element 7 F. 

• Si^ est hyperbolique et Axe{'y) c Q alors tout secteur de 7 est un ferme T de ^-stable, 
convexe et tel que T => Axe{^^. 

• Si^ est hyperbolique, Axe{^^ c et p^ i dVt alors tout secteur de 7 est un ferme T de 

^-stable, convexe tel que T r\ dQ = Axe('j). 

• Sij est quasi-hyperbolique alors tout secteur de 7 est un ferme T de '-/-stable, convexe 
et tel que T n (9fi = 742:6(7) ■ 

• Si ^ est parabolique alors tout secteur de 7 est un ferme T de fi, ^-stable, convexe et 
tel que T n = {p^} . 

• Si '~f est elliptique alors tout secteur de 7 est un ferme de Q, "/-stable et convexe. 

La proposition suivante decrit la propriete essentielle des secteurs. 

Proposition 4-l'7- — Soient VL un ouvert proprement convexe de P^ et un element 7 de 
Aut{VL), si T <^T' sont deux secteurs de 7 alors < 7 > agit cocompactement sur T - T' nVL. 



Secteur d un e.}emen^ hyperbolique 
dont I 'axe est a 
I'interieur de Q 



Secteur d'un 
element parabolique 




Figure 11. Forme des secteurs 
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Demonstration. — Une etude exhaustive en distinguant les cas : 

• I'element 7 est hyperbolique avec Axe(7) c f2, 

• I'element 7 est quasi-hyperbolique ou hyperbolique avec Axe(7) c dQ, 

• I'element 7 est parabolique, 

• I'element 7 est elliptique, 

et en regardant la figure 11 rend cette proposition claire. □ 

Proposition 4-18. — Soit T un sous-groupe discret de SL^^R) qui preserve un ouvert pro- 
prement convexe Q de F'^, on se donne un domaine Dirichlet-Lee D pour Faction de T sur 
Q. Soient 7 e F et T un secteur de 7, alors le domaine D ne rencontre qu'un nombre fini 
d'images {6!F)ser- 

Nous allons avoir besoin de plusieurs lemmes preliminaires. 

Lemme 4-19. — SoitV un sous-groupe discret de SL3(]R) qui preserve un ouvert proprement 
convexe Vt de qui n'est pas un triangle. Si le groupe T contient un element hyperbolique 
avec Axe('~f) c dQ alors il existe un ouvert proprement convexe Q' preserve par T tel que 
Axe(j) c r^'. 

Demonstration. — Le lemme 2.8 montre qu'alors le point attractif et le point repulsif de 7 
ne sont pas C^. On considere le triangle de sommets p1y,p~,p^ qui n'est pas inclus dans 
Q et dont I'un des cotes est Axe(7). On prend pour Q' la reunion de Q et de I'orbite de 
Ty u Axe(7) sous F. Le convexe Q' est proprement convexe car le convexe Q n'est pas un 
triangle. □ 

Lemme 4-20. — SoitV un sous-groupe discret de SL3(]R) qui preserve un ouvert proprement 
convexe Vt de qui n'est pas un triangle. Si le groupe F contient un element parabolique ou 
un element quasi-hyperbolique ou un element hyperbolique avec Axe{^'-)) c dVt alors le quotient 
Q/y n'est pas compact. 

Demonstration. — Commengons par supposer que le groupe F contient un element parabo- 
lique ou un element quasi-hyperbolique 7. On va exhiber une suite de points {Xn)ne'N tel que 
dnixnyli^n)) ^ lorsque n ^ oo. L'existence d'une telle suite sur une variete compacte est 
impossible, puisque le rayon d'injectivite d'un point d'une variete finslerienne est une fonction 
continue et positive. 

On considere A une droite passant par p = si 7 est parabolique et par p = si 7 est 
quasi-hyperbolique. On suppose de plus que A n Q 0. On considere une suite de points 
{xn)nm de A qui tend vers p. On suppose que la droite (x„7(x„)) rencontre dfl en et bn 
et que x„ est entre a„ et 7(x„). 

La quantite 7(x„)) est egale a la moitie du logarithme du birraport des droites 

A+, A,7(A) et A„, ou A+ (resp. A^) est la droite passant par p et le point a„ (resp. Le 
point p est un point de la courbe dfl et le point 7(x„) converge vers p, par suite les droites 
A+ et A" convergent vers la tangente a dfl en p. En particulier, la quantite dQ{xn,'y{Xn)) 
tend vers 0. 
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Supposons a present que le groupe F contient un element hyperbolique avec Axe(7) c dfl. 
On va exhiber une distance d' sur Q/r qui induit la meme topologie mais qui fait de (f2/r,(i') 
un espace metrique incomplet. Ce qui est impossible sur une variete compacte. 

Le lemme 4.19 montre qu'il existe alors un ouvert proprement convexe Q' preserve par F 
tel que Axe(7) c fl'. On munit fi/p de la distance induite par dfi'. Les composantes connexes 
Q' \ Q sont permutees par 7 et le stabilisateur d'une composante connexe est engendre par 
une racine de 7 a indice 2 pres (lemme 2.17). En particulier, on pent trouver une suite de 
points de fi/r qui converge vers un point de la geodesique Axe(7)/<^> dans fi'/r- L'espace 
metrique {Qlr,d') n'est done pas complet. □ 

Lemme 4-21. — SoitV un sous-groupe discret de SL^CR) qui preserve un ouvert proprement 
convexe Q de qui n'est pas un triangle. On se donne un domaine de Dirichlet-Lee D pour 
I'action de F sur fl. Soit 7 e F, existe un secteur de 7 tel qu'aucune image {SD)ser n'est 
incluse dans Tq. 

Demonstration. — Commengons par supposer que I'element 7 est elliptique ou hyperbolique 
avec Axe(7) c Comme I'element 7 est elliptique ou hyperbolique avec Axe(7) c f2, on 
pent trouver un secteur ^ de 7 tel que le quotient ^/<'y> soit d'aire aussi petite que voulue. 
Par consequent, il existe un secteur de 7 qui ne contient aucune image (5D)5er- 

Le lemme 4.20 montre que si le domaine fondamental D est compact alors les elements de 
F sont elliptiques ou hyperboliques avec Axe(7) c f2. On a done montre le lemme dans le cas 
D compact. 

Supposons a present que le domaine fondamental D n'est pas compact, commengons 
par montrer ce lemme lorsque I'intersection D n Sfi possede au moins deux composantes 
connexes. On pent supposer que 7 est parabolique ou hyperbolique avec Axe(7) c ou 
quasi-hyperbolique. 

Soit T un secteur de I'element 7. L'intersection T n est convexe est un point ou un 
segment. Par suite, si I'intersection D n possede au moins deux composantes connexes 
alors le secteur T ne pent contenir un domaine fondamental D. 

On suppose a present que D n 5f2 possede une seule composante connexe. Supposons aussi 
qu'il existe un secteur ^ de 7 qui contient le domaine fondamental D. Nous allons montrer 
qu'il existe un secteur ^0 de 7 inclus dans T qui ne contient aucune image de D. II faut 
traiter les cas 7 parabolique, 7 quasi-hyperbolique, ou 7 hyperbolique avec Axe(7) c d^. On 
ne fait que le cas 7 parabolique. Les autres cas sont analogues. 

Si un domaine fondamental convexe D est inclus dans la difference T -Tq de deux secteurs 
d'un element 7 alors la convexite de D entraine que D est compact. Done si un secteur T de 
7 contient un domaine fondamental D alors tout secteur de 7 inclus dans T rencontre le 
domaine fondamental D. Comme I'intersection de I'adherence des secteurs de 7 est le point 
fixe p^ de I'element parabolique 7, on a D n = {p-y}. 

Raisonnons par I'absurde. Si tout secteur contient une image de D, alors ils existent 
une suite {!Fn)nm de secteurs de 7 decroissante tel que I'intersection pl -^Vi = et une suite 

de domaines fondamentaux (-D„)„eN avec Dn <= J^n et -D„ / ^n+i- Les domaines D„ (qui sont 
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tous differents) verifient tous que Dn n dVt = {p^}. Le domaine fondamental -D„+i n'est pas 
une image du domaine Dn par < 7 >. 

On pent supposer quitte a appliquer une puissance de 7 que le domaine D^+i est "entre" 
le domaine Dn et le domaine 7-Dri- En particulier, les domaines fondamentaux (-Dn)neN sont 
"entre" les domaines Dq et 7-Do- Par consequent, la famille des droites donnes par les cotes 
des domaines {Dn)nm n'est pas localement fini, ce qui contredit le lemme 4.13. □ 

Demonstration de la proposition 4-18. — Commengons par faire le cas ou I'ouvert Vt n'est 
pas un triangle. 

II existe alors d'apres le lemme 4.21 un secteur <^ !F qui ne contient aucun domaine 
fondamental. Le groupe < 7 > agit cocompactement sur V = - Tq) n Vt. On note E un 
domaine fondamental compact pour cette action. 

Si un element 5 e F est tel que 5'^D <r\T + <Z) alors il verifie 6'^D nVi^0, car sinon on 
aurait 6~^D c et ceci contredit notre hypothese sur ^Fq. 

II existe n e Z tel que 'y'^S'^D n E t 0. Or, D est un domaine fondamental localement fini 
done I'ensemble {5 e F 1 6'^D n E i= 0} est fini. Notons {61, 6r} ces elements. 

On vient done de montrer que si un element 6 e T est tel que D n 6J^ 4^ alors il existe 
i = l...r et n e Z tel que 6 = 6i'y'^. Or, le secteur !F est 7-invariant par consequent D rencontre 
un nombre fini d'image {6J^)s<ir- 

Enfin, si I'ouvert Q est un triangle alors le groupe Aut(f2) est virtuellement abelien et par 
consequent un secteur a un nombre fini d'images distincts sous Aut(f2). □ 

On rappelle la definition d'element primitif. 

Definition 4-22. — Soient F un groupe et 7 e F, on dit que 7 est primitif lorsque I'existence 
d'un element 5 e F et d'un entier n e N tel que 7 = 5" entraine 5 = 7etn = lou(5 = 7^-*^ et 
n = -1. 

Les lemmes suivants seront cruciaux dans la partie suivante pour montrer le lemme 5.11. 

Lemme 4-23. — SoitV un sous-groupe discret de SL^iM.) qui preserve un ouvert proprement 
convexe Q deF'^. Pour tout element primitif 'y de F et pour tout secteur T de 7, il existe 
un nombre fini d'elements hi, /ijv de F tel que {5 e F 1 5jF n ^ 0} c {5 e F | 3n,p e Z, = 
l,...,N,6 = -f^haP}. 

Demonstration. — On se donne un domaine de Dirichlet-Lee D pour Faction de F sur Q 
(theoreme 4.9) qui rencontre J^. La proposition 4.18 montre que D rencontre un nombre fini 
d'image de J^. On pent les ecrire QiJ^, ...,grJ^, ou (7^ e F pour i - l...r et gi = Id. 

Comme 7 est primitif, on a ^ c \J Y^9i^D- Pai' consequent, si bTr\T + alors il existe 

neZ, 1=1. .r 

no et un io = l...r tel que g^^'-y^'^dT n D 0, par consequent il existe ni e Z et ii = l...r tel 
que gig'y^^S = (74^7"! . Autrement dit, 6 = 'y~'^° g^^ gi^'^^^ ■, c'est ce qu'il fallait montrer. □ 

Lemme 4 •24- — Soient F un sous-groupe discret de SL3(]R) qui preserve un ouvert propre- 
ment convexe Q de F"^, un element 7 € F et T un secteur de 7, pour tout element 5 de T on 
a Valternative suivante : 

• n T est compacte ou bien 
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• 5T = J'. 

Demonstration. — Une etude exhaustive en distinguant les differentes dynamiques de I'ele- 
ment 7 va rendre ce lemme clair. 

Si 7 est elliptique alors tout secteur de 7 est compact. II n'y a done rien a montrer. 

Si 7 est hyperbolique avec Axe(7) c alors I'intersection de ['adherence de tout secteur 
J-" de 7 avec le bord de VL est egale a deux points, le point attractif et le point repulsif de 7. 
II vient que pour tout 5 € F, ou bien 

• 57^"^ possede les memes points fixes que 7, alors 57^"^ est une puissance de 7 (propo- 
sition 2.17) et 5T - T . 

• les points fixes de 6^6^^ et les points fixes de 7 forment des ensembles disjoints, et 6!Fn!F 
est compacte. 

Si 7 est parabolique alors I'intersection de I'adherence de tout secteur ^ de 7 avec le bord 
de Q est egale a un point, le point attractif de 7. Par consequent, ou bien 

• 6'y6'^ possede le meme point fixe que 7, alors 6'y6'^ est une puissance de 7 (proposition 
2.17) et 5J^ = J^. 

• le point fixe de 6'y6'^ et le point fixe de 7 sont differents, et 6!F n !F est compacte. 

De meme, si 7 est quasi-hyperbolique ou hyperbolique avec Axe(7) c dQ. La meme me- 
thode conclut. □ 



5. Surface projective convexe d'aire finie 

Tout au long de ce texte, une surface est une variete connexe orientable de dimension 2, 
avec eventuellement des bords. Si S est une surface on notera son bord dS. On note E un 
demi-espace affine ferme de P^. 

5.1. Structure projective. — 

Definition 5.1. — Soit S une surface, une structure projective reelle a bord geodesique est 
la donnee d'un atlas maximal (pu -l^ sur 5* tel que : 

• les fonctions de transitions (fi{ o ip^^ sont des elements de SL3(]R), pour tons ouverts U 
et V de I'atlas de S tel que W n V ^ 0. 

• Pour tout ouvert U de I'atlas tel que U n dS et pour toute composante connexe B 
deU n dS, ipu{B) est inclus dans une droite projective de P^. 

Definition 5.2. — Un isomorphisme entre deux surfaces munies de structures projectives 
a bord geodesique est un diffeomorphisme qui, lu dans les cartes, est donne par des elements 
de SL3(M). 

Definition 5.3. — Soit S une surface, une structure projective d bord geodesique marquee 
sur S est la donnee d'un diffeomorphisme ip : S S' oii S' est une surface projective a bord 
geodesique. 

Deux structures projectives a bord geodesique marquee sur S , ipi : S ^ Si et ■ S ^ S2 
sont dites isotopiques lorsqu'il existe un isomorphisme h : Si S2 tel que ip2^ o ho ip^ : S ^ S 
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est un diffeomorphisme isotope a I'identite. On note F(S) I'ensemble des structures projectives 
a bord geodesique marquees sur S modulo isotopie. 

A tout element de P(5'), on pent associer deux objets : 

• Un diffeomorphisme local dev : S* ^ appelee developpante, ou S est le revetement 
universel de S. 

• Une representation hoi : 7ri(S') SL3(]R) appelee holonomie. 

De plus, la developpante est 7ri(S')-equivariante, c'est a dire que Va; £ 5*, V7 € vri(S') on a 
dev(7a;) = hol(7)dev(a;). Enfin, le couple (dev, hoi) est unique au sens ou si (dev', hoi') est 
une autre telle paire alors il existe un e SL3(]R) tel que dev' = g o dev et hoi' = g o hoi o g-^. 

On pourra consulter Particle [Goldl] pour avoir plus de details sur le couple developpante 
et holonomie. 

Remarque. — A partir de maintenant toutes les structures projectives seront implicitement 
supposees marquees et a bord geodesique. 

5.2. Structure projective proprement convexe. — 

Definition 5.4- — Soit 5* une surface, une structure projective est dite proprement convexe 
sur 5* lorsque la developpante est un diffeomorphisme sur une partie proprement convexe de 
P^. On note P{S) I'ensemble des structures projectives proprement convexes sur S modulo 
isotopie. 

5.3. Structure projective proprement convexe d'aire finie. — Soit S une surface 
projective proprement convexe, I'application developpante permet d'identifier le revetement 
universel S* de S* a une partie C proprement convexe de P^. On notera tt : C ^ 5* le revetement 

o 

universel de S. On a construit au paragraphe 1.1 sur I'interieur fl - C de C une distance du 
et une mesure fiQ qui sont invariantes sous Faction du groupe fondamental iTiiS) de 5* sur Q 

o 

. Par consequent, il existe une unique distance ds et une unique mesure fis sur S I'interieur 
de S telles que : 

o 

• Pour tout x,y € S, ds(x, y) = _inf d^ix.y), on £ = {{x,y) e Vt"^ \ ti{x) = a; et 7r(y) = y} 

{x,y)eS 
o 

• borelien de fi, si vr : ^ 5 restreinte a A est injective alors fisi'n'iA)) = fiQ{A). 
Definition 5.5. — Soit S une surface, on dit qu'une structure projective proprement 

o 

convexe sur S est de volume fini lorsque pour tout ferme F de I'interieur S de S, on a 
fis{F) < 00. On note f3f(S) I'ensemble des structures projectives marquees proprement 
convexes de volume fini sur 5* modulo isotopie. 

5.4. La theorie des bouts d'un espace topologique. — On rappelle quelques defini- 
tions de la theorie des bouts d'un espace topologique. 

Definition 5.6. — Soit X un espace topologique localement compact, une base de voisi- 
nages d'un bout de X est une suite decroissante d'ouverts connexes de X qui sort de tout 
compact. Deux bases de voisinages d'un bout de X, (f/i)j(=N et (Vi)^^!*} sont dites equivalentes 
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si pour tout n, m € N, il existe N,M tel que Un <= et Vm <= Um- Les classes d'equivalence 
de base de voisinages de bout de X forment un ensemble appele I'espace des bouts de X et 
dont les elements sont les bouts de X. 

Remarque. — Get ensemble possede une topologie naturelle. On la construit de la fagon 
suivante. Pour tout compact de X on definit Uk I'ensemble des bouts de X qui sont 
ultimement inclus dans X -K. Les Uk forment une base de la topologie de I'espace des bouts 
de X. On pent montrer que I'espace des bouts est un espace compact totalement discontinu. 

5.5. Les lacets d'holonomie parabolique ou quasi-hyperbolique sont elementaires. 

— Le lemme suivant est immediat. 

Lemme 5. 7. — Soit S une surface projective proprement convexe dont le groupe fondamen- 
tal n'est pas virtuellement abelien alors aucun lacet trace sur S ne possede une holonomie 
planaire. 

Demonstration. — La dynamique des elements planaires montre que si I'holonomie d'un 
element de 7ri(S') est planaire alors Vt est un triangle (proposition 2.9). Par consequent, le 
groupe Aut(i7) est virtuellement isomorphe a M? et done virtuellement abelien. II vient que 
7ri(S') est virtuellement abelien, ce qui contredit I'hypothese sur la topologie de S. □ 

Remarque. — Si I'ouvert proprement convexe Vl est un triangle alors le groupe Aut(f2) est 
isomorphe a 7?. Par consequent, si S est une surface projective convexe de caracteristique 
d'Euler strictement negative alors son revetement universel Vl n'est pas un triangle. 

Definition 5.8. — Soit S une surface, on dit qu'un lacet trace sur 5, c : §^ 5* est simple 
s'il est injectif. On dit qu'un lacet simple c trace sur 5* est elementaire si 5* - c possede deux 
composantes connexes et I'une d'elles est un cylindre. Lorsque 5* n'est pas un cylindre, on ap- 
pellera I'adherence de la composante homeomorphe a un cylindre la composante elementaire 
associee a c. 

Remarque. — Soient 5* une surface et c un lacet elementaire trace sur 5* alors on a I'alter- 
native suivante : 

• La composante elementaire associee a c est un cylindre avec un bord. On dira alors que 
c fait le tour d 'un bout. 

• La composante elementaire associee a c est un cylindre avec deux bords. Dans ce cas c 
est librement homotope a une composante connexe du bord de S. 

Les propositions suivantes sont tres classiques en geometric hyperbolique. On ne montre 
que la premiere. 

Proposition 5.9. — Soit S une surface, on munit S d'une structure projective proprement 
convexe. On note tt : C ^ S le revetement universel de S donne par la developpante de S , ou 
C est une partie proprement convexe de P^. L'interieur de C sera note Q. Alors, tout lacet 
trace sur S dont I'holonomie est hyperbolique avec Axe{'y) c Q est librement homotope a une 
geodesique. 
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Demonstration. — On note F I'image du groupe fondamental de S dans SL3(]R). On choisit 
7 e r qui represente hol(c) et on note cfle releve correspondant de c. On a les convergences 
suivantes lim 7:{t) = pt, et lim 'c{t) = p'Z. Le chemin ^est done homotope via une homotopie 
7-equivariante a une et une seule geodesique de VL : Axe(7). La projection de cette homotopie 
sur la surface S donne le resultat souhaite. □ 

La meme demonstration que dans le cas hyperbolique donne la proposition suivante : 

Proposition 5.10. — Soit S une surface, on munit S d'une structure projective proprement 
convexe. On note tt : C ^ S le revetement universel de S donne par la developpante de S , ou 
C est une partie proprement convexe de P^. L'interieur de C sera note Q. Soient Ci et C2 sont 
deux lacets simples traces sur S dont I'holonomie est hyperbolique avec Axe('-fi), Axe('~f2) <= ^, 
on note Ai (resp. X2) I'unique geodesique homotope a Ci (resp. €2). Si Ci est simple alors Ai est 
simple. Si les lacets c\ et C2 ne s'intersectent pas alors les geodesiques Ai et A2 ne s 'inters ectent 
pas. 

Lemme 5.11. — Soit S une surface de caracteristique d'Euler strictement negative, on mu- 
nit S d'une structure projective proprement convexe. Soit c un lacet simple trace sur S, il 
existe un secteur T de hol{c) tel que I' application naturelle de J^I<hoi{c)> "S* est une injection. 

Demonstration. — On pose 7 = hol(c). Le lemme 4.23 montre qu'il existe des elements gj 
pour j = 1...N tel que si 6!F n !F alors il existe n e Z et jo = l-.-iV tel que = 'j^gj^^T. 

De plus, le lemme 4.24 montre que si gjT n T (j = l...A^) alors cette intersection est 
ou bien T ou une partie compacte de VL. II faut a present distinguer les deux cas suivants : 

• Si 7 est hyperbolique avec Axe(7) c dVL ou quasi-hyperbolique ou parabolique alors 
comme les gj sont en nombre fini, on pent trouver un secteur To inclus dans T tel que 
gjTo n JTq ^ si et seulement si gjTo - Tq. 

• Si 7 est hyperbolique avec Axe(7) c f2 alors on pent supposer d'apres le lemme 5.9 que 
c est la geodesique simple donne par I'axe de 7. Le secteur T est un voisinage de I'axe 
de 7. De plus, comme c est une geodesique simple le lemme 5.10 montre que les releves 
de c ne s'intersectent pas. Par consequent, comme les g^ sont en nombre fini, on pent 
trouver un secteur Tq inclus dans T tel que g^T^ n JTq si et seulement si gjT^ = !Fo- 

Dans tons les cas, on obtient que pour tout 5 € F, 6J^q n ^ si et seulement si 6!Fo = J^o- 
Mais, I'ouvert Q n'est pas un triangle par consequent 6!Fq = To si et seulement si 5 €< 7 >. □ 

Proposition 5.12. — Soit S une surface de caracteristique d'Euler strictement negative, 
on munit S d'une structure projective proprement convexe. Soit c un lacet simple trace sur 
S , on note tt : C ^ S le revetement universel de S donne par la developpante de S. On note 

o 

S l'interieur de S . 

• Si I'holonomie de c est parabolique alors c fait le tour d'un bout B et I'image de tout 
secteur de hol{c) dans S contient un voisinage du bout B. 

• Si I'holonomie de c est quasi-hyperbolique alors c est elementaire et I'image de tout 

o 

secteur de hol{c) dans S contient un voisinage du bout correspondant dans la surface S . 
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• Si I'holonomie de c est hyperbolique et Axe{Hol{c)) c dC alors c est elementaire et 
I'image de tout secteur de hol{c) dans S contient un voisinage du bout correspondant 

o 

dans la surface S . 

o 

• Si I'holonomie de c est hyperbolique, Axe(Hol{c)) c C ^'tp^^^^^^^ £ dC alors c est elemen- 
taire et I'image dans S de la reunion de n'importe quel secteur de hol{c) et de I 'unique 
triangle inclus dans C defini par les points fixes de hol{c) contient un voisinage du bout 

o 

correspondant dans la surface S . 
En particulier, sic n' est pas elementaire alors I'holonomie dec est hyperbolique, Axe{Hol(c)) c 
C etp%^,^^^tdC. 

Demonstration. — On note Q I'interieur de C. On considere 7 = Hol{c) et on note T un 
secteur de 7 tel que I'application naturelle de ^/<^> S est une injection. L'existence d'un 
tel secteur est assure par le lemme 5.11. 

Commengons par le cas 7 est parabolique. Construisons un domaine fondamental pour 
Taction de 7 sur J^. On considere une droite L passant par p^. L'adherence D' dans Q de 
n'importe quelle composante connexe de !F- \J 7"L est un domaine fondamental pour Paction 

de 7 sur J^. Le domaine fondamental D' est I'intersection d'un triangle ferme de et de !F. 
De plus son adherence dans contient le point p^. L 'image de ^/<^> dans 5* est done un 
cylindre qui contient un voisinage d'un bout B de la surface S et le lacet c fait le tour du 
bout B. 

Ensuite, on pent traiter en meme temps les cas, ou 7 est quasi-hyperbolique, ou hyperbo- 
lique avec Axe(7) c dC. On procede de la meme fagon. Construisons un domaine fondamental 
pour Taction de 7 sur On note p+ le point attractif de 7 et p~ le point repulsif de 7. L'axe 
de 7 est le segment d'extremite p+ et p:^ inclus dans dfl. On considere une droite L qui in- 
tersecte Axe(7) sur son interieur. L'action de 7 sur dQ verifie que pour tout x € dQ different 
de pt^,p:^, le point jx appartient a la composante connexe V de dQ - qui contient 

X. Et, le point 7X appartient a la composante connexe de V - {x} qui contient pt^ dans son 
adherence. Par consequent, les droites L et 7L ne s'intersectent pas dans Vt. II vient done que 
l'adherence D' dans Vt de n'importe quelle composante connexe de T- (J l^L est un domaine 

fondamental pour Taction de 7 sur T. Le domaine fondamental D' contient un sous-segment 
non trivial de Axe(7). L'image de Tl<,^y dans S est done un cylindre qui contient un voisinage 

o 

d'un bout B de la surface S et le lacet c est fait le tour de ce bout. 

o 

Enfin, il faut traiter le cas ou 7 est hyperbolique avec Axe(7) c C et p° e dC. La difficulte 
de ce cas vient du fait que cette fois-ci les secteurs de 7 "ne vont pas jusqu'a I'infini". On 
considere la partie ^ de i7 obtenue en ajoutant k T \^ triangle ouvert inclus dans defini 
par les points Pour appliquer le meme raisonnement que precedemment il faut 

montrer que I'application naturelle de ^/<^> vers S est injective. Comme T est un voisinage 
de Axe(7) et que pour tout element 5 € F si <r\T + <Z> alors 5 e< 7 >, I'ensemble T verifie 
aussi que pour tout element 5 € F si bT <r\ T + <Z alors 5 e< 7 >, car r\ T + <Z entraine 
Axe(7) n 5Axe(7) + 0. II reste a construire un domaine fondamental pour Taction de 7 sur 
T . Pour cela on considere une droite L passant par rf. L'adherence D' dans de n'importe 
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quelle composante connexe de JT- U ^"L est un domaine fondamental pour Faction de 7 sur 
T . Le point p5J est adherent au domaine fondamental D' . L'image de J^l<,^> dans S est done 

o 

un cylindre qui contient un voisinage d'un bout B de la surface S et le lacet c fait le tour de 
ce bout. □ 

5.6. Le groupe fondamental d'une surface de volume fini est de type fini. — 

5.6.1. Un peu de topologie des surfaces. — On note P la surface a bord obtenue en retirant 
3 disques ouverts disjoints a la sphere euclidienne S^. 

Definition 5.13. — Soit S une surface, un pantalon de S est une sous-surface a bord de 
S homeomorphe a P. Un pantalon non elementaire de S est un pantalon de S dont le bord 
defini 3 lacets non elementaires. 

Richards a classifie les surfaces en construisant des invariants a I'aide de I'espace des bouts 
de celles-ci ([Ric63]). II resulte de cette classification la proposition suivante. 

Proposition 5.14- — Soit S une surface, on a I'alternative suivante : 

• L 'espace des bouts de S est infini. 

• L 'espace des bouts de S est fini mais S contient une infinite de pantalons non elemen- 
taires deux a deux disjoints. 

• La surface S est de type fini. 

Definition 5.15. — Soit 5* une surface projective proprement convexe, un pantalon de S a 
bord geodesique est un pantalon P de S* tel que le bord de P est defini par trois geodesiques 
non elementaires de S. 

Les lemmes 5.9, 5.10 et la proposition 5.12 donne la proposition suivante : 

Proposition 5.16. — Soit S une surface projective proprement convexe, tout pantalon non 
elementaire de S est homotope a un unique pantalon a bord geodesique. Si Pi et P2 sont deux 
pantalons non elementaires de S disjoints alors les uniques pantalons homotopes a Pi et P2 
sont aussi disjoints. 

5.6.2. Minoration de I'aire d'un pantalon projectif proprement convexe. — Pour montrer 
que I'aire de tout pantalon a bord geodesique est minoree par une constante universelle, nous 
allons chercher des triangles ideaux, pour cela on utilise des "chemins en spirales". 

Proposition 5.17. — // existe une constante universelle Kf>2 tel que pour toute surface S 
projective proprement convexe et tout pantalon non elementaire P a bord geodesique inclus 
dans S, on ait : fis{P) ^ Kp2. 

Demonstration. — Nous allons montrer que tout pantalon est la reunion de deux triangles 
ideaux. Pour cela on utilise une construction de Goldman ([Gol90]). On part de la figure 12. 

Commengons par donner une definition precise de la figure 12 d'un point de vue topologique 
via la geometric hyperbolique. On munit la surface 5* d'une structure hyperbolique, c'est 
possible car S est de caracteristique d'Euler strictement negative. On note X^, et les 
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Figure 12. Demonstration de la proposition 5.17 



geodesiques donnees par le bord de P, et oriente comme sur la figure 12. Le chemin li est 
I'unique geodesique qui s'accumule sur les geodesiques A^^ et (Les indices sont calcules 
modulo 3). 

Nous allons montrer que dans le cas projectif la situation est analogue. On note C la partie 
proprement convexe donne par la developpante de et vr : C S" le revetement universel 
associe. On note Ai, A2 et A3 les geodesiques donnees par le bord de P, et oriente comme sur 
la figure 12. 

Les chemins li, I2 et se relevent en des chemins simples /i, I2 et ^3 trace sur le revete- 
ment universel P de P. Chacun des chemins li verifient que P -U possede deux composantes 
connexes. Ces chemins et leurs images par le groupe fondamental F de P definissent une 
triangulation de P (triangulation de Faray). Deux triangles fermes adjacents de cette trian- 
gulation definissent un domaine fondamental pour Paction de F sur P. 

Nous allons montrer que chacun de ces chemins peuvent etre supposes geodesiques. On 
note 7i (resp. 72 resp. 73) les representants de I'holonomie des lacets Ai (resp. A2 resp. A3) 
donnes par le choix du point base xq sur P. lis verifient la relation 737271 = 1. 

On note Ai (resp. A2, resp. A3) un releve de Ai, (resp. A2 resp. A3). On pent supposer que 
Ai, A2 et A3 bordent la meme composante connexe U de 7r"^(P). La partie U de C est convexe 
puisque c'est I'intersection de I'interieur de C et d'une infinite de demi-espaces definis par 
les releves de Ai, A2 et A3 qui bordent U. Ainsi, le convexe U est le revetement universel du 
pantalon P. 



40 



LUDOVIC MARQUIS 



Comme P est un pantalon non elementaire, la proposition 5.12 montre que 71, 72 et 73 
sont hyperboliques et leurs axes principaux sont inclus dans Q. Notre choix d'orientation fait 
que les points p^^,pt/-^^,p:y^,pi/2, P^^,pt/^ ^ dfl sont sur dQ dans cet ordre. Les axes de 71, 72 et 
73 sont inclus dans le bord de U. Tout releve du chemin I3 converge en +cx) vers le point p:^^ 
et en -00 vers le point p:^^- pent done supposer que le chemin ^3 est le segment ouvert 
d'extremite p:^^ et p:y^ qui est inclus dans U. De la meme fagon, on pent supposer que li est 
le segment ouvert d'extremite p:^,^ et p^^^ inclus dans U et I2 le segment ouvert d'extremite p~^ 
et p;^^ inclus dans U. La triangulation topologique de P pent done etre realisee dans U par 
des geodesiques. 

On note T le triangle ideal ferme dans Q de sommets Pj^jP^^yP^^ et T' = 71T. Ces deux 
triangles sont inclus dans U car U est convexe. Le groupe fondamental de P est le groupe F' 
engendre par 71,72 et 73. Par consequent, TuT' est un domaine fondamental pour Taction 
de F' sur I'interieur de U. La proposition 1.13 conclut notre demonstration. □ 

On obtient done la proposition suivante : 

Theoreme 5.18. — Toute surface S projective proprement convexe de volume fini est de 
type fini (i.e le groupe fondamental Tii{S) de S est de type fini). 

Demonstration. — L'application developpante permet d'identifier S au quotient d'une partie 
proprement convexe C par un sous-groupe discret F de SL3(]R). Commengons par faire le cas 
ou S est une surface sans bord. Le theoreme 4.9 montre que Taction de F sur Touvert VL = C 
admet un domaine fondamental convexe et localement fini. Si DndVt admet un nombre infini 
de composantes connexes, D contient une infinite de triangles ideaux disjoints. La proposition 
1.13 montre que I'aire de chacun de ces triangles est minoree par une constante strictement 
positive. La surface S est done de volume infini. Par consequent, D n dVL admet un nombre 
fini de composantes connexes et la surface 5* possede done un nombre fini de bouts. La 
proposition 5.14 montre qu'il suffit done de montrer que la surface 5* ne pent contenir une 
infinite de pantalons non elementaires disjoints. Les propositions 5.16 et 5.17 montre que S 
contient un nombre fini de pantalons non elementaires. 

Supposons a present que S est une surface a bord. Le theoreme 4.9 montre que Taction de F 
sur I'interieur f2 de C admet un domaine fondamental convexe et localement fini. Commengons 
par montrer que D n dVt possede un nombre fini de composante connexe. Sinon, comme dans 
le cas sans bord, le domaine D contient une infinite de triangles ideaux disjoints. Le probleme 
dans le cas avec bord est que la projection de ces triangles n'est pas un ferme inclus dans 
I'interieur de S. Mais, on pent retirer un petit voisinage de chaque sommet et ainsi on pent 
construire une infinite d'hexagones disjoints inclus dans D et de volume superieure a Cp2/2 

o 

et ces hexagones se projettent sur un ferme de S. Par consequent, D n dVt admet un nombre 

o 

fini de composantes connexes et la surface S possede done un nombre fini de bouts. Son genre 
est fini pour les memes raisons que dans le cas sans bord. □ 

5.6.3. Le domaine fondamental est un polyedre fini. — 
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Definition 5.19. — Soit Vt un ouvert proprement convexe de P^, un polyedre (resp. polyedre 
fini)de Q est un ferine d'interieur non vide defini comme I'intersection d'une famille (resp. 
famille finie) de demi-espaces de Q. 

Proposition 5.20. — Soient Q un ouvert proprement convexe de et T un sous-groupe 
discret sans torsion de SL^(R) qui preserve Q, on suppose que V action de T sur Vl est de 
covolume fini. Alors, tout domaine fondamental de Dirichlet-Lee est un polyedre fini. 

Demonstration. — Le theoreme 5.18 montre que la surface Q/y est une surface de type 
fini, en particulier elle possede un nombre fini de bout. Soit D un domaine fondamental de 
Dirichlet-Lee, on sait que D est un polyedre. La demonstration se fait en trois etapes. 

Tout d'abord le nombre de composantes connexes de D n dQ est fini. Sinon on pourrait 
construire une infinite de triangles ideaux disjoints deux a deux inclus dans D. Et, la propo- 
sition 1.13 montre qu'alors D est de volume infini. 

De plus, la proposition 1.2 montre si I'une des composantes connexes de D n dQ n'est pas 
reduite a un point, alors D est de volume infini. 

Comme D est un domaine fondamental localement fini, il ne reste plus qu'a montrer que 
pour tout point Xoo ^ D n dQ, il existe un voisinage V de Xoa tel que V ne rencontre qu'un 
nombre fini de faces de D. 

Soit Xoo £ Dndfl, et xq un point de D, la projection du segment ]xo,Xoo[ sur la surface Q/r 
est une demi-geodesique A non bornee et simple. On note A le segment ]xo,a;tx,[ parametre 
par la longueur d'arc pour la distance de Hilbert. La proposition 4.14 montre qu'il existe une 
suite tn tendant vers I'infini et un bout B de S tel que la suite (A(tn))neN est ultimement 
incluse dans le bout B. Nous allons montrer qu'en fait la demi-geodesique A est ultimement 
incluse dans le bout B. Au bout B de Q/y est associe un lacet elementaire c, bien defini a 
homotopie pres et a orientation pres. On choisit un element 7 qui represente I'holonomie de 
c. 

On note !F un secteur de 7 tel que I'application naturelle de ^/<^> vers S est injective 
(lemme 5.11). La proposition 5.12 montre que ^/<^> contient un voisinage du bout B, sauf 
si 7 est hyperbolique et p° € Q. Dans ce cas, on note !F I'union de !F et de I'unique triangle 
inclus dans Q defini par les points pt^,p:;^,p'^. On pent done toujours supposer qu'il existe un 
ferme convexe !F tel que I'application naturelle de ^/<-y> vers S est injective (lemme 5.11) et 
que son image contient un voisinage du bout B de 5*. 

II existe done un entier Nq tel que pour tout Nq, il existe un element 5„ e F tel que 
(5„A(tn) € !F. Le domaine D ne rencontre qu'un nombre fini d'images de !F, quitte a extraire 
et a conjuguer 7, on pent done supposer que la suite A(t„) est ultimement incluse dans !F. 
Or, A est une demi-geodesique incluse dans D et T est convexe done contient ultimement 
A. 

Le domaine D rencontre un nombre fini d'image du ferme T. II existe done un voisinage 
de Xoo qui ne rencontre qu'un nombre fini de cotes de D. Cest ce qu'il fallait montrer. □ 

5.7. Holonomie des lacets elementaires et volume des composantes elementaires 
associees. — 



42 



LUDOVIC MARQUIS 



5.7.1. Estimation du volume des pics. — 

Proposition 5.21. — Soient Q un ouvert proprement convexe de et P un pic de Q, on 
suppose que le sommet p d I'infini de P est fixe par un element 7 non trivial de Aut{Q). 
Alors, 

• Si '-f est parabolique alors yUQ(P) < 00. 

• Si '-f est quasi-hyperbolique alors ^n{P) = °° 

• Si '-f est hyperbolique et Axe('~f) c dQ alors fJ^n{P) = 00. 

• Si '-f est hyperbolique et Axe('~f) cQ et p = p'^ e dQ alors fJ^niP) = ^■ 

Nous allons montrer cette proposition a I'aide de plusieurs lemmes. 

Lemme 5.22. — Soient Q un ouvert proprement convexe de et P un pic de Q, on suppose 
que le sommet p de P qui appartient au bord dQ de Q est sur une ellipse £ dont I'interieur 
(i.e la composante connexe orientable dcF'^ -£) est dans Q. Alors, UniP) < 

Demonstration. — On note E I'interieur de £. On pent supposer que P E. La proposition 
1.1 montre que /in(P) ^ ^e{P)- Comme tout ellipsoi'de muni de la distance de Hilbert est 
isometrique au plan hyperbolique, on est ramene a montrer que tout pic du plan hyperbolique 
est d'aire fini. Mais tout pic du plan hyperbolique est inclus dans un triangle ideal, et, tout 
triangle ideal est d'aire vr en geometrie hyperbolique. □ 

Lemme 5.23. — Soit 7 6 SL3(M) un element parabolique, V element 7 preserve un faisceau 
d' ellipses tangentes a la droite au point p^. 

Demonstration. — On pent supposer que I'element 7 est donne par la matrice : 

/ 1 1 \ 

Oil 
\ 1 / 

Si on utilise les coordonnees x,y,z alors I'element 7 preserve les polynomes z et y'^ - z(y + 2x). 
Par consequent, I'element 7 preserve le faisceaux d'ellipses d'equation {Xz"^ + fi{y'^ -z{y+2x)) = 
0}A,/ieM- Ces ellipses ont pour point commun le point = [1 : : 0] et leurs tangentes en p^ 
est la droite d'equation z = 0. □ 

Demonstration de la proposition 5.21 dans le cas parabolique. — La premiere chose a remar- 
quer est que la proposition 2.13 montre que dVt est en p. On note D la tangente a dVL en 
p. Le lemme 5.23 montre que I'element 7 preserve un faisceau d'ellipses {£i)Ki tangentes a la 
droite D au point p. L'unique point commun des ellipses {£i)i^i est le point p, leurs tangentes 
en ce point est la droite D. Nous allons montrer que I'interieur de I'une de ces ellipses est 
inclus dans Q, ce qui conclura la demonstration grace au lemme 5.22. 

On se place dans une carte affine qui contient Q, on munit cette carte d'un produit scalaire 
qui fait du faisceau d'ellipses tangentes {£i)i^i un faisceau de cercles tangents. On note A 
la droite perpendiculaire a la droite D pour le produit scalaire choisi. La droite A est done 
perpendiculaire a chacun des cercles {£i)ui. On notera I'image de A par 7, A' = 'jA. 
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Soit X e AnQ, on note la tangente en x a I'unique cercle £i passant par x. A present, les 
droites A, A' et definissent 4 triangles fermes de P^, on note Tx celui qui est borne dans 
la carte A. Si le point x est suffisament proche de p et dans Q alors le triangle Tx est inclus 
dans fl. On se donne done un tel point x et on va montrer que I'interieur de I'unique cercle 
£i passant par x est inclus dans Q. 

Pour cela, il suffit de remarquer que la famille des (7*a;)o<;ts;i est incluse dans Tx et done 
dans Q. L'ouvert Q est 7-invariant, par consequent I'orbite {'~f^x)teR est incluse dans Q, et 
cette orbite est I'unique cercle £i passant par x prive du point p. □ 

Demonstration de la proposition 5.21 dans les cas hyperboliques et le cas quasi-hyperbolique 
avec p = p'?^ 

Ce cas la est beaucoup plus facile. En effet, si 7 est hyperbolique et Axe(7) c dQ la 
proposition 2.8 montre que les points p+ et p~ ne sont pas des points de dQ. De meme, 
si 7 est hyperbolique et Axe(7) c f2 et p = p° e dfl, alors le point p n'est pas un point de 
dQ. Et, si 7 est quasi-hyperbolique alors la proposition 2.12 montre que dQ n'est pas en 
p^. Par consequent UniP) - 0° par le theoreme 1.10. □ 

II reste le cas ou 7 est quasi-hyperbolique et p - p}^. Pour cela, on a besoin de connaitre 
I'allure de I'orbite d'un point x e sous Faction d'un element quasi-hyperbolique. Soit 7 un 
element quasi-hyperbolique, on pent supposer que 7 est donne par la matrice suivante : 

' a a 
a 
^ (3 

Ou, > et a'^P = 1. Nous allons donner les equations des orbites d'un point de P^ sous 
Paction du groupe a un parametre engendre par 7. Pour cela, on se place dans la carte affine : 
A = {[x : y ■ z] eF'^\z i= 0}. L'action de 7 dans cette carte est donne par : 

Si Yq 4^ 0, un calcul simple montre que I'equation de I'orbite du point (Xo,lo) ^ ^ est : 

. Y_- 
■ Yo' 



X Y Y HfJ 



Xo Yo ^ Xo ln(f ) 
Si Yq = 0, I'equation de I'orbite du point (Xq, 10)^^ est la droite : 

r = 

Nous allons avoir besoin du lemme ci-dessous pour estimer I'aire d'un pic dont le sommet 
a I'infini est le d'un element quasi-hyperbolique. 

Lemme 5.24- — On considere l'ouvert Qq de M? definit par Qq = {(x,y) eM?\x > 0,y > 
xln(x)}. Tout pic de Qq dont le sommet a I'infini est le point (0,0) est de volume infini pour 
la mesure de Busemann associee a l'ouvert Qq. 

Remarque 5.25. — La courbe y{x) = xln(x) est affinement equivalente a la courbe y'{x') = 
x' + aa;'ln(a;') avec a i^O, via le changement de variable x - e'^x' et y = \e.'^y' . 



44 



LUDOVIC MARQUIS 



Demonstration. — L'ouvert ne contient aucune droite affine, c'est done un ouvert propre- 
ment convexe de P^. Soit {x,y) e ^Iq, commengons par evaluer le volume de la boule B^°^^{1). 
On identifie I'espace tangent a Qq en {x,y) a I'espace vectoriel M^. 

La premiere chose a remarquer est que Qq est inclus dans l'ouvert convexe Q'^ = {{x,y) e 
M.'^\x > 0}. Par consequent, est incluse dans la bande {{u,v) € | - x <u < x}. 

De plus, un calcul simple montre que le vecteur u - {0,y - f{x)) appartient au bord de la 
boule 



Enfin, la boule B^°y^(l) est symetrique par rapport a I'origine. Par consequent, les tan- 
gentes a dB^'' Jl) en u et -u sont paralleles. II vient que le volume de -Bp" Jl) verifie : 



Vo\{B^l^^{l))^Ax{y-f{x)) 

Le volume d'un pic P = {{x , y) e M? \ < x < e , ax < y < bx} avec < a < 6 et e > est donne 
par : 

f^^O (P) = lo lax vol(i3"o (D) "^y^"^ ^ fo fax Ax(y-f(x)) dyd^ 

La quantite tend vers 1 lorsque x tend vers 0. Les fonctions x ^ In ^ a-in(x) ) 

et X — 4j,^in"^.-) sont equivalentes et positives au voisinage de 0. Par consequent, I'integrale 
fo h In (Sr) est infini car I'integrale fo-^h^ est infini. □ 

A present, nous allons utiliser la proposition 1.1 et le lemme 5.24 pour montrer la propo- 
sition 5.21 dans le cas quasi-hyperbolique. 

Demonstration de la proposition 5.21 dans le cas quasi-hyperbolique avecp = pl^ 

On rappelle que I'element 7 possede deux droites stables. Ces deux droites definissent une 
partition de en deux demi-espaces fermes. On a vu au lemme 2.12 que VL etait inclus dans 
I'un de ces deux demi-espaces ouverts, on note A celui qui le contient. Nous allons montrer 
qu'il existe un point x ^ A te\ que I'orbite de x sous Paction du groupe a un parametre H 
engendre par 7 n'intersecte pas Vt. 

Commengons par voir pourquoi I'existence d'un tel point permet de conclure. Soit x € 
A tel que I'orbite O de x sous Taction H n'intersecte pas VL. L'union de I'orbite O et de 
I'adherence de I'axe de 7 forment une courbe convexe qui definit un ouvert proprement 
convexe projectivement equivalent a l'ouvert proprement convexe VLq du lemme 5.24. La 
proposition 1.1 et le lemme 5.24 montrent que tout pic de 7 dont le sommet a I'infini est 
stabilise par un element quasi-hyperbolique est de volume infini. 

Montrons a present qu'un tel point x existe. II suffit de trouver un point x 6 A tel que 
I'ensemble (7*x)o^t^i est inclus dans A-Vt, puisque I'ensemble A-Vt est preserve par 7. Pour 
cela on considere une droite quelconque D passant par et son image D' par 7. On se donne 
un point a; € D n A, et on considere le segment S inclus dans A et definit par les points x et 
pl^. La region i? = {y e A | 3t, ^ t ^ 1, 32; € S", tel que y - 7*(2)} est une partie convexe dont 
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le bord est forme de trois courbes. Une incluse dans D, une autre dans D' et la derniere est 
la courbe (7*x)oa^i. On note Tx le triangle ferme de A defini par les points p^,x,7a:. Si le 
point X e D tend vers I'infini, alors le point 'jx € D' tend aussi vers I'infini. Par consequent, 
il existe un point x e D o A te\ que le cote de Tx oppose a soit inclus dans A-Q. Mais le 
segment [x,7a;] est une corde de la courbe convexe (7*a;)o<t<i. Par consequent, si on se donne 
un tel X alors la courbe (7*a:;)o<t«i est incluse dans A-Q. □ 

5.7.2. L'holonomie des bouts des surfaces projectives proprement convexes de volume fini est 
parabolique. — 

o 

Definition 5.26. — Soient C une partie proprement convexe et = C, on appelle bord reel 
de C la partie C n dVt, on le note drQ. 

Proposition 5.27. — Soit S une surface de caracteristique d'Euler strictement negative, 
on munit S d'une structure projective proprement convexe. Soit c un lacet elementaire trace 
sur S, on note -k :C ^ S le revetement universel de S donne par la developpante de S. 

• Si c fait le tour d'un bout et l'holonomie de c est hyperbolique ou quasi-hyperbolique 
alors le volume de la composante elementaire associee a c est infini. 

• Si c fait le tour d'un bout et l'holonomie de c est parabolique alors le volume de la 
composante elementaire associee a c est fini. 

• Si c est librement homotope a une composante connexe du bord de S alors l'holonomie 
de c est : 

• ou quasi-hyperbolique avec Axe(Hol{c)) c drC 

• ou hyperbolique avec Axe(Hol(c)) c drC 

• ou hyperbolique avec p^ € dC et I'un des axes secondaires de 7 est inclus dans dj-C. 

Demonstration. — On note 7 = Hol{c). On salt par le theoreme 4.9 qu'il existe un domaine 
fondamental D convexe et localement fini pour Paction du groupe fondamental F de 5* sur 
I'interieur Q de C. La proposition 5.12 montre qu'il existe un ferme 7-invariant et convexe !F 
de Q tel I'application naturelle de ^/<'y> vers S est injective et son image est une composante 
elementaire associee a un lacet homotope a c. Le lemme 4.18 montre que D rencontre un 
nombre fini d'image de !F. On les note (JjjT avec 6i e T et 61 = Id. Le volume de J^/<^> est 
egale au volume de ( U S^^D) n 

i=l...r 

II reste done a estimer le volume des Sj^D n !F pour i = l...r. II suffit de calculer le volume 
de D n J^. Traitons les 3 cas separement : 

• Si c fait le tour d'un bout B et l'holonomie de c est hyperbolique ou quasi-hyperbolique 
alors on a deux cas a distinguer. 

• Les deux faces du polyedre D intersectant !F ont une extremite commune p ap- 
partenant a Q. Le point p est alors fixe par 7. Si I'element 7 est hyperbolique 
alors, il y a trois sous cas : a) Axe(7) c dQ, b) Axe(7) cQ et p'^^ e dQ, ou bien c) 
Axe(7) c et ^ dQ. 

Si I'element 7 est quasi-hyperbolique ou hyperbolique cas a) , alors les cas 2 et 3 
de la proposition 5.21 montre que la composante elementaire associee a c est de 
volume infini. 
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Si I'element 7 est hyperbolique cas b) alors p = p^, car I'ensemble J^/<-y> est un 
voisinage du bout B. Le cas 4 de la proposition 5.21 montre que la composante 
elementaire associee a c est de volume infini. 

Enfin, si I'element 7 est hyperbolique cas c) alors comme I'ensemble ^/<^> est un 
voisinage du bout B, le point p ne peut-etre fixe par 7. Par consequent, on ne 
pent pas etre dans ce cas. 
• Les deux faces du polyedre D incluse dans T n'ont pas d'extremites commune 
appartenant a Q. Dans ce cas, c'est le theoreme 1.2 qui montre que la composante 
elementaire associee a c est de volume infini. 

• Si c fait le tour d'un bout et I'holonomie de c est parabolique alors les deux faces 
du polyedre D incluse dans !F s'intersectent en p^ le point fixe de 7. Dans ce cas la 
proposition 5.21 montre que la composante elementaire associee a c est de volume fini. 

• Si c est librement homotope a une composante connexe L du bord de S alors on a vu 
que I'holonomie de c ne peut-etre parabolique (proposition 5.12). La surface S est une 
surface projective a bord geodesique par consequent tout releve de L est un segment 
T inclus dans le bord de C et preserve par 7. Si 7 est quasi-hyperbolique alors il n'y 
a rien a montrer car Axe(7) est I'unique segment preserve par 7 inclus dans dC. On 
suppose done que 7 est hyperbolique. Si le point p° n'appartient pas a dQ alors T est 
necessairement I'axe principal de 7, car dans ce cas Axe(7) est I'unique segment preserve 
par 7 inclus dans dC. Et, si p'^ appartient a dQ alors les axes secondaires de 7 sont les 
seuls segments preserves par 7 et inclus dans dC. lis ne peuvent pas etre tons les deux 
inclus dans dC cas sinon le quotient ne serait pas une surface. Par consequent, T est 
I'un des deux axes secondaires de 7. 

□ 

On pent a present montrer le resultat principal de cet article. 

Theoreme 5.28. — Soit S une surface qui n'est pas un cylindre, on munit S d'une structure 
projective proprement convexe, cette structure est de volume fini si et seulement si la surface 
S est de type fini et I'holonomie de tous les lacets qui font le tour d'un bout est parabolique. 

Demonstration. — On commence par se placer dans le cas ou la surface S est de caracteris- 
tique d'Euler strictement negative. Supposons que que I'on s'est donne une structure projec- 
tive proprement convexe sur S de volume fini. Alors, la surface S est de type fini d'apres le 
theoreme 5.18, et I'holonomie de chaque bout est parabolique d'apres la proposition 5.27. 

Supposons a present que S est de type fini et que I'holonomie de tous les bouts de S est 
parabolique. La proposition 5.27 montre que la surface S est de volume fini. 

Enfin, supposons la surface 5* est de caracteristique d'Euler positive. Si I'interieur de S est 
compacte le theoreme est evident. Si I'interieur S n'est pas compact alors S est un cylindre 
avec ou sans bord. On a exclu ce cas. □ 

Le corollaire suivant est immediat. 
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Corollaire 5.29. — Soit S une surface sans hord, on munit S d'une structure projective 
proprement convexe. Alors, cette structure est de volume fini si et seulement si la surface S 
est de type fini et I'holonomie de tous les lacets elementaires est parabolique. 

Demonstration. — Si la surface S n'est pas un cylindre alors ce corollaire est une consequence 
direct du theoreme 5.28. Si la surface S est un cylindre, c'est un cylindre sans bord, il est 
alors assez facile de voir que I'une des deux composantes elementaires de S est de volume 
infini. □ 

Proposition 5.30. — Soient Q un ouvert proprement convexe de et T un sous-groupe 
discret sans torsion de SL3(]R) qui preserve Q, si T contient un element quasi-hyperbolique 
alors V action de T sur Vt est de covolume infini. 

Demonstration. — Supposons que le groupe F contienne un element 7 quasi-hyperbolique. 
L'ouvert Vt n'est done pas un triangle et la surface quotient i7/r est de caracteristique d'Euler 
negative. II existe un revetement fini de f2/r dans lequel 7 est represente par un lacet simple. 
La proposition 5.12 montre que le lacet correspondant a 7 sur la surface fi/r est elementaire. 
Par consequent, la proposition 5.27 montre que fi/r est de volume infini. □ 



6. Applications 

6.1. Stricte convexite. — Le but de cette partie est d'etudier la stricte-convexite de 
l'ouvert VL. Nous allons avoir besoin du lemme suivant. 

Lemme 6.1. — Soient C une partie proprement convexe et un sous-groupe sans torsion 
discret T de SL3(]R) qui preserve C et tel que le quotient S = C/r est une surface a bord 
geodesique. Soient xq un point de I'interieur Q de C et un point Xoo de dQ. On note A le 
segment [xo,Xoo[ parametre par la longueur d'arc (pour la distance de Hilbert) et A la demi- 
geodesique obtenue en projetant A sur S . Si la demi- geodesique A est ultimement incluse dans 

o 

un bout B de S alors il existe 7 e F representant I'holonomie du bout B tel que : 

• si ^ n'est pas hyperbolique avec p'^ e dQ alors A est ultimement inclus dans tout secteur 
de 7. 

• si est hyperbolique avec e dVL alors A est ultimement inclus dans la reunion de tout 
secteur de 7 et de I'unique triangle inclus dans C definit par les points pt^^p'^p^. 

Demonstration. — On considere un lacet simple c qui fait le tour du bout i? de S* et I'element 
7 = hol(c). On note T un secteur de 7. La proposition 5.12 montre que si 7 n'est pas 
hyperbolique avec p° € dVL alors J^j^-^^ est un voisinage du bout B. EUe montre aussi que si 
7 est hyperbolique avec p° € dVL alors pour obtenir un voisinage du bout 5, on pent prendre 
la projection de la reunion de T et du triangle definit par les points pt^.p'.p^. 

Comme ou ^ u est convexe et que la demi-geodesique A converge vers le bout B de 
quitte a conjuguer 7 on pent supposer que A est inclus dans □ 

On obtient le corollaire suivant : 
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Corollaire 6.2. — Soient Vt un ouvert proprement convexe et un sous-groupe discret T qui 
preserve Vt. On suppose que Faction de T surQ est de covolume fini. On se donne un domaine 
fondamental D convexe et localement fini. Soient Xq un point de fl et x^o un point de dVL. On 
note S la surface Q/r, A le segment [xo,Xoo[ parametre par la longueur d'arc et A la demi- 
geodesique obtenue en projetant A sur S. Si la demi-geodesique A est ultimement incluse dans 
un bout B de S alors il existe 6 e T et un T > tel que pour tout t > T, X{t) e 6D. En 
particulier, Xoo est le point fixe d'un element parabolique de T qui represente I'holonomie du 
bout B. 

Demonstration. — Le corollaire 5.29 montre que I'holonomie de tous les lacets elementaires 
de S est parabolique. L'intersection de I'adherence de tous les secteurs d'un element parabo- 
lique ne contient qu'un seul point du bord de i7 : le point fixe de cet element parabolique. 
Par consequent, le point x^o est le point fixe d'un element parabolique de F. II vient que le 
segment [xo,Xoo[ est ultimement inclus dans un domaine fondamental. □ 

On pent a present montrer le theoreme suivant : 

Theorems 6.3. — Soient C une partie proprement convexe et T un sous-groupe discret de 
type fini et sans torsion de SL3(]R) qui preserve C. On suppose que le quotient C/r est une 
surface projective a bord geodesique et que C n'est pas un triangle. Alors, tout segment maximal 
nan trivial de dC est preserve par un element non parabolique de T qui correspond a un lacet 
elementaire C/r- 

On rappelle le theoreme suivant du a Benzecri que I'on a deja utilise dans la partie 1. 

Theoreme 6.4 (Benzecri). — L'action de SL-^(R) sur I'ensemble {(Q,x)\Q est un 
ouvert proprement convexe de et x e Q} est propre et cocompacte. 

o 

Demonstration du theoreme 6.3. — On note I'interieur de C. On obtient ainsi S = Q/r une 
surface projective convexe sans bord et de type fini. Supposons qu'il existe un segment s 
non trivial et maximal inclus dans le bord dC de C. Soit (ej)j=i. ,3 une base de M^. On pent 
supposer que les extremites de s sont les points [62] et [ea] et que [ei] ^ On considere les 
elements : 

/ 2* 

gt= 2-* 
\ 2-* 

Ainsi, lim gtQ est un triangle T dont les sommets sont ei, 62 et 63. 

Soit Xq e QnT, on considere la famille Xt = {gf^Xo)t^Q qui est dans QnT pour tout t. II est 
essentiel de remarquer que la famille {Xt)t>o est un segment ouvert dont I'une des extremites 
est Xq et I'autre est dans s. Soit D un domaine fondamental convexe et localement fini pour 

o o 

faction de F sur Q contenant le point xq. On note At la projection de A^ sur S. La surface S est 
homeomorphe a la surface compacte de genre g a laquelle on a retire p points Xi, i = l...p. 
On considere des disques ouverts Bi de centre Xi et suffisament petit pour etre disjoints deux 
a deux. On note K' le complementaire de ces disques et K le compact correspondant dans 

o 

S. On a I'alternative : 
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1. Ou la demi-geodesique A est ultimement incluse dans un bout B de S. 

2. Ou alors, il existe une suite de reels (t„)neN tendant vers I'infini et tel que At„ e K. 

1. Commengons par traiter le second cas. Dans ce cas, il existe une famille '-ft„ £ T tel que 
^t„9tn^o appartienne a une partie compacte de D. Quitte a extraire on pent supposer 
que la suite i'yt„gt^Xo)n^o converge vers un point Xoo £ D. On a done les convergences 
suivantes : 

lim {n,-ft„gt^x) = (fi,Xoo) et \im gt„-f;^l{n,-ft„9t^x) = (T,x) 

n->oo n— >-oo 

Le theoreme 6.4 montre que la suite {gtnlt^)tn^o est bornee, ce qui montre que Q est 
un triangle, ce qui est absurde. 

2. II reste done a traiter le premier cas. II pent etre utile de remarquer que si on fait 
I'hypothese plus forte que Paction de F sur Q est de covolume fini alors le coroUaire 6.2 
montre que la limite de en +oo qui est un point du segment s devrait etre fixee par 
un element parabolique, ce qui est absurde (lemme 2.13). Mais revenons, au cas general, 
on note 7 un representant de I'holonomie du bout B. La proposition 5.27 montre qu'il 
faut distinguer quatre cas : 

• L 'element 7 est parabolique. 

• L'element 7 est quasi-hyperbolique ou hyperbolique avec i dQ et Axe(7) c dQ. 

• L'element 7 est hyperbolique avec e dQ et I'un des axes secondaires de 7 est 
inclus dans dQ. 

Dans les trois premiers cas, le lemme 6.1 montre qu'il existe un secteur ^ de 7 tel que 
la geodesique A est ultimement inclus dans !F. Le deuxieme et troisieme cas se traite de 
la meme fagon. On commence par le cas ou 7 est parabolique. 

• Si 7 est parabolique alors tout secteur de 7 ne possede qu'un point d'adherence 
sur le bord de Q, a savoir le point fixe de 7. Par consequent, Xoo est fixee par 7, 
or, le lemme 2.13 montre que le point fixe d'un element parabolique ne peut-etre 
sur un segment non trivial du bord de Q. Ce cas ne pent done pas se produire. 

• Si 7 est quasi-hyperbolique ou hyperbolique avec p° i dfl alors I'adherence de tout 
secteur de 7 contient I'axe de 7. Par consequent, le segment s est I'axe de 7. C'est 
ce que I'on voulait montrer. 

• Si 7 est hyperbolique avec p° € dQ alors d'apres le lemme 6.1, la geodesique A est 
ultimement inclus dans la reunion ^ de ^ et de I'unique triangle inclus dans C 
definit par les points pt^,p::^,p^. Par consequent, le segment s est Fun des deux axes 
secondaires de 7. 

□ 

CoroUaire 6.5. — Soient Vt un ouvert proprement convexe et un sous-groupe discret sans 
torsion F qui preserve Q. On suppose que V action de F sur VL est de covolume fini et que VL 
n'est pas un triangle. Alors, Q est strictement convexe. 

Demonstration. — Tout segment maximal et non trivial du bord de Q est stabilise par un 
element non parabolique 7 € F (theoreme 6.3) qui correspond a un lacet elementaire trace 
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sur Q/r- Mais le theoreme 5.29 montre que I'holonomie de tout lacet elementaire de Q/r est 
parabolique. L'ouvert Q est done strictement convexe. □ 

6.2. Dualite. — Soit S une surface sans bord. Nous allons definir une operation de dualite 
sur I'espace P{S) et nous allons voir que cette operation preserve le sous-espace (]f{S). 

Definition 6.6. — Soit Vt un ouvert proprement convexe de P^. On note Vt* l'ouvert convexe 
de (P2)* : Vt* = {Rf e {F'^y\\fRv € H, f{v) ^ 0}. C'est un ouvert proprement convexe. On 
I'appelle le dual de Q. 

Pour faire passer cette notion de dualite au niveau des surfaces nous allons avoir besoin 
d'une application Aut(fi)-equivariante 9fi fl -y fl* . On rappelle ici une construction du a 
Vinberg d'une telle application. 

Soit C un des deux cones ouverts proprement convexe de dont I'image dans est Q. 
On va de nouveau utiliser la fonction caracteristique de C. On note C* = {/ e M-^^IVt; e 
C- {0}, f{v) > 0} le cone dual de C. Son image dans (P^)* est Q*. Pour tout v e C, on definit 
V* e C* par la for mule suivante : 

, /c. fe-f(^^df 
" Ue-f(^)df 

Le point v* est le centre de gravite du convexe {/ e C* \f{v) = 3}. On definit done x* = 
6q{x) comme la droite engendre par I'image v* de n'importe quel generateur f € C de la 
droite x e fi. 

Remarque. — II est vrai que Q** = Q via 1 'identification naturel entre un espace vectoriel 
et son bidual. Par contre, I'application 6^* oOq i= Id en general. On pourra consulter [Ben03] 
pour un contre-exemple. 

On obtient ainsi la definition suivante : 

Definition 6.7. — Soient S une surface sans bord et un point base xq e S. Notons vri le 
groupe fondamental de S base en xq. On munit S d'une structure projective proprement 
convexe via une developpante d ■ S ^ F'^ et une holonomie p : tti ^ SL3(]R). La surface 
duale de S, note S* est la surface projective proprement convexe definit par la developpante 
d* = 6q o d : S ^ (p2)* et I'holonomie p* est la representation duale de la representation p. 
En particulier, la surface projective proprement convexe S* s'identifie au quotient Q* /rt. On 
notera 6s I'homeomorphisme induit par 6q entre 5* et S*. 

Theoreme 6.8. — Soit S une surface sans bord. On munit S d'une structure projective 
convexe. Alors, S est de volume fini si et seulement si S* est de volume fini. 

Demonstration. — Le theoreme 5.29 montre qu'une surface projective proprement convexe 
est de volume fini si et seulement si I'holonomie de chaque bout est parabolique. Soit 7 un 
lacet qui fait le tour d'un bout de 5". Le lacet ^5(7) fait le tour d'un bout de S*. L'holonomie 
p(7) de 7 est parabolique si et seulement si I'holonomie p*(7) =* 7"^ de 6s(l) est parabolique. 
Le fait d'etre de volume fini est done stable par dualite. □ 
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Le fait suivant est tres classique. 

Fait 3. — Soit Q un ouvert proprement convexe de alors le bord dQ de Q est si et 
seulement si VL* est strictement convexe. 

Theorems 6.9. — Soient Vl un ouvert proprement convexe de et un sous-groupe discret 
sans torsion T non virtuellement abelien de SL^(R) qui preserve Q. Si V action de T sur VL 
est de covolume fini alors V ouvert Vl est a bord . 

Demonstration. — L'action de F sur Q est de covolume fini. La proposition 6.8 montre que 
Taction dual du groupe F sur I'ouvert dual Q* de Q est de covolume fini. Par consequent, le 
coroUaire 6.5 affirme que I'ouvert Q* est strictement convexe. Le fait 3 permet de conclure 
que le bord dQ de Q est C^. □ 

6.3. Caracterisation de la finitude du volume en termes d'ensemble limite. — 

Definition 6.10. — Lorsque F est un sous-groupe discret irreductible de SL3(]R) qui pre- 
serve un ouvert proprement convexe, on pent definir Ar I'ensemble limite de F, c'est le plus 
petit ferme invariant non vide de P^ ([BenOO]). 

Remarque. — Le corollaire 3.3 montre que I'ensemble limite Ar est bien defini des que F 
n'est pas virtuellement abelien. De plus, I'ensemble limite est I'adherence de I'ensemble des 
points fixes attractifs des elements hyperboliques de F ([BenOO]). II est clair que Ap c dQ. 

Theoreme 6.11. — Soient Vt un ouvert proprement convexe et F un sous-groupe discret non 
virtuellement abelien de SL3(]R) qui preserve Vt. Alors, l'action de F sur Vt est de covolume 
fini si et seulement si F est de type fini et Ar = dVt. 

Demonstration. — Remarquons que n'est pas un triangle puisque F n'est pas virtuellement 
abelien. Commengons par supposer que Ap 4^ dQ et montrons que /i(f2/r) = oo. L'interieur 
K de I'enveloppe convexe de Ap est invariante par T et Q - K est non vide puisque Q est 
strictement convexe (corollaire 6.5). Par consequent, les composantes connexes de Q - K 
sont permutees par F et leur stabilisateur est soit trivial, soit engendre par un element 
liyperbolique. Dans tons les cas, la proposition 1.2 montre que /i(f2/r) = oo. 

Supposons a present que /x(n/r) - oo et F est de type fini. On pent supposer que F est 
sans torsion puisque F est de type fini. Le corollaire 5.29 montre que I'holonomie de I'un des 
bouts de la surface sans bord et de type fini Q/r est liyperbolique ou quasi-hyperbolique. 
Par consequent, si on considere c un lacet autour de I'un de ces bouts, la reunion E des 
releves de la composante elementaire associee a c est un ferme de Q preserve par F. La partie 

(dQ - E^^Y^ est un ferme F-invariant. II est different de dQ car hol(c) n'est pas parabolique. 
Done Ar^dn. □ 

Remarque. — L'hypothese F type fini est essentielle comme le montre la construction clas- 
sique suivante. Soient Q un ouvert proprement convexe et F un sous-groupe discret non 
virtuellement abelien et sans torsion de SL3(]R) qui preserve Q tel que Faction de F sur Q 
est de covolume fini. La proposition 5.18 montre que F est ou un groupe fibre non abelien 
de type fini ou isomorphe au groupe fondamental d'une surface compacte de genre superieur 
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ou egale a 2. Par consequent, le groupe derive [r,r] de F est un sous-groupe d'indice infini 
de r. Son action sur Q n'est done pas de covolume fini. Mais, I'ensemble limite A[r p] est 
F-invariant car [r,r] est distingue dans F, par consequent A[r,r] = ^r- Ceci ne contredit pas 
notre theoreme puisqu'il est bien connu que [F, F] n'est pas de type fini. 

Proposition 6.12. — Soit F un sous-groupe discret non virtuellement ahelien, sans torsion 
et de type fini de SL3(M) qui preserve un ouvert proprement convexe de Q. On considere 
I'enveloppe convexe C dans VL-Ky de Ar I'ensemble limite de F. La surface C/r est de volume 
fini. 

Demonstration. — Par definition, I'interieur U de C est le plus petit ouvert convexe de 
preserve par F. La partie C est le convexe obtenu en ajoutant a U les axes des elements 
hyperbolique et quasi-liyperbolique de F qui represente un lacet qui fait le tour d'un bout de 
fl/r d'holonomie hyperbolique ou quasi-hyperbolique (theoreme 6.3 et proposition 5.12). Par 
consequent, tons les bouts de la surface C/r ont une holonomie parabolique et I'holonomie des 
composantes connexes du bord de C/r est hyperbolique ou quasi-hyperbolique. La proposition 
5.27 montre que la surface C/r est de volume fini. □ 

6.4. Unicite de I'ouvert lorsque le volume est fini. — 

Proposition 6.13. — Soit F un sous-groupe discret de SL3(]R), on suppose qu'il existe un 
ouvert proprement convexe fl tel que /^(il/r) < oo et que Q n'est pas un triangle. Alors, fl est 
I'unique ouvert convexe de sur lequel F agit proprement. 



Demonstration. — Soit F = {x € P^ | 37 e F tel que 7a; = a;}, commengons par montrer que 
_p = p2 - On salt d'apres [BenOO] que pour tout couple de points e Ar x Ar, il 

existe une suite d'elements hyperboliques 7„ € F tel que limpt, = x+ et limp;: = x". La 
proposition 2.8 montre que le point p'^^ est I'intersection des tangentes a dQ en et p:^^. 
Le theoreme 6.11 montre que Ar = dQ. Par consequent, comme le bord dQ de Q est 
(proposition 6.9), I'ensemble {p'^ |7 ^ T hyperbolique} est dense dans P^ - Q. Par consequent, 
si Q' est un ouvert sur lequel F agit proprement alors Q' c Q. II reste a remarquer que 
I'enveloppe convexe de toute orbite d'un point de Q est fl lui-meme. L'adherence de toute 
orbite d'un point quelconque de Q contient I'ensemble limite Ar, or Ar = dQ. Ainsi, le seul 
ouvert convexe F-invariant de P^ est Q. □ 

Cette proposition montre que I'holonomie d'une structure projective proprement convexe 
de volume fini sur une surface sans bord caracterise cette structure. On obtient facilement le 
corollaire suivant : 

Corollaire 6.14- — Soient S une surface de type fini sans bord de caracteristique d'Euler 
strictement negative, et p une representation du groupe fondamental de S, il existe au plus 
une structure projective proprement convexe de volume fini sur la surface S dont I'holonomie 
est p. 

Remarque. — Ce theoreme est faux pour les surfaces a bord. En effet, considerons une 
surface a bord 5* de type fini et donnons nous une structure projective proprement convexe 
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de volume fini sur S. On note C la partie proprement convexe de donne par la developpante 
de cette structure et Q I'interieur de C. Considerons un lacet c homotope a une composante 
connexe L du bord, on a trois distinguer (proposition 5.12) : 

• L'element hol(c) est quasi-hyperbolique, 

• L'element hol(c) est hyperbolique et Axe ( hoi (c)) c dC, 

• L'element hol(c) est hyperbolique et Axe ( hoi (c)) c Q. 

Tout releve du bord L est un segment inclus dans dC preserve par un conjugue de hol(c). 
Par consequent, dans les deux premiers cas, le bord L de S* est la projection de I'axe principal 
de hol(c) sur la surface S. Et, dans le troisieme cas, le bord L est la projection de I'un des 
deux axes secondaires de hol(c). 

Par consequent, etant donne une structure projective proprement convexes de volume fini 
sur une surface a bord S. Notons rih le nombre de composantes connexes du bord de S dont 
I'holonomie est hyperbolique, le paragraphe precedent montre que I'on pent construire au 
moins 3"'' structures projectives proprement convexes de volume fini sur la surface S qui ont 
la meme holonomie que S. Et, le theoreme 5.27 montre qu'il n'y en a pas d'autres. 

Pour resoudre ce probleme dans le but d'etudier I'espace des modules des structures pro- 
jectives proprement convexe de volume fini sur les surfaces a bord, on introduit la notion de 
surface a bord geodesique principal. 

Definition 6.15. — Une structure projective proprement convexe sur une surface a bord 
S est dite a hord geodesique principal lorsqu'elle est a bord geodesique et toute composante 
connexe L du bord de S qui a une holonomie hyperbolique est la projection de I'axe principal 
de cette holonomie. 

La proposition suivante est a present evidente. 

Proposition 6.16. — Soient S une surface de type fini de caracteristique d'Euler stricte- 
ment negative, et p une representation du groupe fondamental de S, il existe au plus une 
structure projective proprement convexe de volume fini a hord geodesique principal sur la 
surface S dont I'holonomie est p. 

6.5. Discretude du groupe Aut(r2). — 

Theoreme 6.17. — Soient T un sous-groupe discret de SL3(M) et Q un ouvert proprement 
convexe tel que /i(f2/r) < oo. On suppose que Q n'est pas un triangle alors on a I'alternative 
exclusive suivante : 

• L 'adherence de Zariski de F est conjuguee au groupe S02,i(M) et Q est un ellipsoide 
et Aut{VL) = T^. 

• Le groupe F est Zariski dense dans SL3(]R) et AutiVt) est un sous-groupe discret de 
SL3(]R). En particulier, F est d'indice fini dans Aut{yL). 

Demonstration. — Supposons que I'adherence de Zariski de F est conjuguee au groupe 
S02,i(M) par consequent, le groupe F preserve une ellipse. La proposition 6.13 montre que 
VL est cet ellipsoi'de. 
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Si I'adherence de Zariski de F n'est pas conjuguee au groupe S02,i(M) alors le coroUaire 
3.5 montre que F est Zariski dense. Le lemme 6.18 montre que Aut(f2) est un sous-groupe 
discret ou dense de SL3(]R). Or, il preserve Q il ne pent done pas etre dense. □ 

Lemme 6.18. — Soit H un sous-groupe Zariski dense de SL3(M), on a V alternative sui- 
vante : 

• Le groupe H est discret, ou bien 

• Le groupe H est dense. 

Demonstration. — Ce lemme est vrai plus generalement pour les sous-groupes Zariski dense 
d'un groupe algebrique quasi-simple. La composante neutre G de I'adherence (pour la topo- 
logie usuelle) de H est un sous-groupe ferme, connexe de SL3(M) qui est normalise par H, 
et done par SL3(M) puisque H est Zariski dense. Par consequent, comme SL3(]R) est simple. 
On obtient que : 

• G = {1}, ou bien 

• G' = SL3(M). 

□ 

Ce theoreme entraine le coroUaire suivant. 

CoroUaire 6.19. — Soit Vt un ouvert proprement convexe de P^, on suppose qu'il existe Fi 
et F2 tel que fi(Q/ri) < 00 et fi(Q/r2) < On suppose de plus que fi/vi est compact et que 
f2/r2 n'est pas compact. Alors, Vt est un ellipsoide. 

Demonstration. — Tout d'abord, I'ouvert Vt n'est pas un triangle puisque ^It2 n'est pas 
compact. Ensuite, si Vt n'est pas un ellipsoi'de alors le theoreme 6.17 montre que Fi et F2 
sont des sous-groupes d'indice fini de Aut(fi) par consequent Fi n F2 est un sous-groupe 
d'indice fini de Fi et F2. II vient que fi/rinr2 devrait etre compact et non compact, ce qui est 
absurde. □ 
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